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بکاربرده شده در اسلاید  Fontلازم به تذکـــــر است به جهت این که 

می باشد خواهشمندیم قبل از نمایش اسلایـــدها      B Nnazaninها 

 .موجود می باشد اقدام نمایید CDمذکور که در  Fontبه نصب 
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     1آنالیز عددی     :نــام درس

 واحد 4     :تعداد واحد

   دکتر اسماعیل بابلیان         :مؤلـف

 محسن ساعدی    :تهیه کننده

 1کتاب آنالیز عددی     :منبع درس

 دانشگاه پیـــــام نور      :ناشــــر

 پــــــــایه      :نوع درس
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 خطاها:         فصل اول 
 اسلاید می باشد  104شامل  

 
 حل معادلات غیر خطی         :فصل دوم

 اسلاید می باشد  90شامل 
 

 حل معادلات چند جمله ای        :فصل سوم
 اسلاید می باشد 33شامل 

 
 درونیابی:     چهارم  فصل
 اسلاید می باشد   94شامل  
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 مشتق گیری وانتگرالگیری:       پنجم فصل
 اسلاید می باشد   105شامل  

 
 حل عددی معادلات دیفرانسیل:       ششم فصل
 اسلاید می باشد   25شامل  
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 برای تعیین جواب یا جوابهای یک مسئله واقعی باید مدل ریاضی آن را بسازیم  

 و پس از تعیین راه حلی مناسب برای رسیدن به جواب، با انجام محاسبات لازم  

 در این فرایند خطاهایی پیش می آید که انواع متفاوت . جواب را به دست آوریم

 آشنایی با منشاء این خطاها ، نحوه بروز آنها و کنترل آنها موضوع این  . دارند

 .فصل است

 مقدمه
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 کلی هدفهای

 شناخت منابع خطاوتشخیص آنها در هر مسئله1)
 

 بررسی منابع خطاو راه های کمینه سازی آنها2)
 

 شناخت انواع خطاها ورابطه آنها با دقت یک تقریب3)
 

 جلوگیری از رشد خطاها در محاسبات عددی4)
 

 شناخت روش های محاسبه پایدار وناپایدار5)
 

 .محاسبه مقدار تقریبی توابع6)
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 رفتاری هدفهای

 :دانشجو پس از مطالعه این فصل باید بتواند 
 

 منشا خطاهارا در یک مسئله واقعی تعیین کند1)
 

 بسط اعدادرا در مبناهای مختلف بنویسدوازبسط اعشاری یک عدد، تقریبی2)
 .مناسب انتخاب کند

 
 انواع خطاها رابشناسد و ارتباط آنهارابادقت یک تقریب بداند3)

 
 یک محاسبه عملی را چنان تر تیب وبه انجام رساندکه رشد خطاها حداقل4)
 .باشد 

 
 .محاسبه توابع وسری هارا با حداقل خطا وعملیات انجام دهد5)
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 خطای مدل (الف

این خطا شامل صرفنظر کردنها، چشم پوشیها و ساده نویسیها جهت تعیین مدل ریاضی  
 .مسئله است

 

 خطای داده ها (ب

 .این خطا به هنگام اندازه گیری و برآورد مفروضات مسئله پیش می آید

 

 خطای نمایش اعداد (پ

از این رو، . نمایش اعشاری یا دودوئی اکثر اعداد با تعدادی متناهی رقم امکان پذیر نیست

 .انتخاب تعدادی متناهی از ارقام بسط یک عدد سبب این خطا می شود
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 خطای اعمال حسابی (ت

 

 تبصره 1-1-1
 منظور کنیم یک اشتباه 233، آن را 233اگر ضمن انجام عملیات بر روی عدد 

 همچنین اشکالاتی که در اثر تغییر ناگهانی وشدیدولتاژ.مرتکب شده ایم نه خطا 

 وبعضاً موجب نتایج عددی غلط می شودرا خطا . برق برای کامپیوتر پیش می آید

 .در این فصل تنها به بررسی خطاها می پردازیم .نمی نامیم

 .روشهای عددی عموما تکراری هستند و تقریبی از جواب دقیق را به دست می دهند
 .دقت این تقریب به نوع روش و مرحله توقف آن بستگی دارد 

 حاصل بعضی اعمال بر دو عامل عددی دارای تعداد نامتناهی رقم است و انتخاب 

 .تعدادی متناهی از این ارقام سبب این خطا می شود

 خطای روش (ث
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 از پنج منبع خطایی که ذکر شد خطای مدل و خطا ی داده ها به نوع مســـئله
 

 وافرادی که دررشته های مختلف به تعیین مدل مسئله می پردازند.بستگی دارند
 
 .اما، سه خطای بعدی مربوط به آنالیز عددی است. مسئول آنها هستند 
 

 در این فصل خطای نمایش اعدادوخطای اعمال حسابی را موردبررسی دقیق قرار
 
 معمولاًخطای هرروش هنگام بررسی آن روش موردبحث قرار می گیرد.می دهیم 
 

 .وکران بالایی برای خطای جواب های تقریبی به دست می آید
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 نمایش اعداد 1-2

 در اکثر مسائل، که درآنها جواب عددی مورد نظر است،معمولاً تعداد عملــیات 
 

 ونوع آنها به گونه ای است که انجام آنها با دست وبه کمک قلم وکاغذ بســـیار 
 

 برای تعیین جواب عددی مسائل از ماشـــــین .مشکل وگاهی غیر ممکن است
 

 حساب یا کامپیوتر استفاده می شود، که از این به بعد به آنها وسایل محاسباتی 
 .می گوییم 

 توسط ماشین( اصم) همانطورکه می دانیدکاربا کسرهای متعارفی واعداد گنگ 
 

 البته کار باکسرها به طور محـــدود در ماشین)حساب و کامپیوتر عملی نیست
  

 .،ولی براحتی می توان با اعداد اعشاری کار کرد(حساب هاامکان دارد
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 بسط اعشاری اعداد 1-2-1
 منظور از بسط اعشاری یک عدد مثبت نمایش آن به شکل  

 

 است که در آن

...10a10a
1m

1m

m

m 




9a,zm,a im  oo

 مثلا،. بسط فوق برای اعداد صحیح و اعشاری راحت است

1071041031022347 123 

311 109104107103409/37   

 اما برای اعداد کسری و کنگ باید وجود و نحوه  به دست آوردن بسط اعشاری 

 در مورد وجود و یکتایی بسط اعشاری برای هر عــدد حقیقی . را توضیح دهیم

 .مثبت قضیه زیر را داریم
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...10a10aA
1

1

m

m

m

m 




 که در آن                        و بی نهایت بار          شرط بی نهایت بار  

    :برای یکتائی بسط لازم است زیرا ، طبق فرمول حد مجموع یک سری هندسی داریم

0a,9a0 mi 9a.
i
9a.

i


 قضیه 1-2-2

 :عددی حقیقی و مثبت باشد دارای بسط اعشاری منحصر به فرد زیر است Aاگر 

1
1/01

9/0
...009/00/09/0...999999/0 




همچنین  . یعنی اگر شرط مذکور را بر داریم برای عدد دو بسط اعشاری خواهیم داشت
 .داریم

...269999/027/0,...449999/045/0 
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 مثال 1-2-3

142857/3
7

22
,6/0...6666/0

3

2


 ، با همین ترتیب ، مرتبا 142857آن است که دسته ارقام  142857منظور از 

 .6تکرار می شوند، همچنین در مورد 

6/4
5

23
,237/15

198

3017
...,4142/12 

دارای دو بسط اعشاری ( با تعدادی متناهی رقم)و بطور کلی ، هر عدد اعشاری مختوم 
 .خواهد بود

            ,     بسط .  در مثالهای بالا بسط      مختوم و بسط بقیه اعداد نامختوم است

به قضیه زیر و )نامختوم و متناوب است اما بسط      نامختوم است ولی متناوب نیست

 (.نتیجه آن توجه کنید

5

23

2

3

2
,

7

22

198

3017
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 قضیه 1-2-4

 .  یک عدد گویاست Aمختوم یا نامختوم و متناوب باشد ، Aاگر بسط اعشاری عدد 

 برهان  
 مثلا،. مختوم باشد Aابتدا فرض می کنیم که بسط اعشاری 

 

 

 .           و              ارقام بعد از ممیز هستند   Aکه در آن                 ارقام قسمت صحیح

 :با این توضیحات داریم

n21m21 b...bb/a...aaA 

m2 a,...a,a
1nbbb ,...2,1

n21m21 b...bb/0a...aaA 

n

n21
n21m21

10

b...bb
b...bb/0a...aaA 

n

n21m21

n

10

b...bba...aa10
A
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 .گویـــاست Aچون صورت و مخرج کسر اعداد صحیح هستند 
 

 مثلا. نامختوم و متناوب باشد Aحال فرض کنید بسط اعشاری 

k21n21m21 c...ccb...bb/a...aaA 

 توجــه کنید که ممکن  )طبق قرارداد قبلی ارقام             مرتبا تکرار می شوند 

از (. صفر باشدکه در  ایـن صورت            یا          وجــود نخواهـــد داشت nیا  mاست 

 :نتیجه می شود( 7.1)

k21 c...cc

m1 a...a
n1 b...b

k21n21m21 c...ccb...bb/a...aaA 
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 :ضمنا داریم

 

 

 حد مجموع سری داخل پرانتز برابر است با









 ...

10

1

10

1
c...ccc...cc

k2kk21k21

110

1

10

1
1

10

1

k

k

k






 بنابراین،
 
 

 

 در نتیجه ،
(1 .8) 
 

 (چرا؟. )گویاست Aکه نشان می دهد 
 .نتیجه مهم زیر را به دست می دهد 4-2-1عکس نقیض قضیه 

110

c...cc
c...cc

k

k21
k21




 11010

c...cc
b...bb/a...aaA

kn

k21
n21m21
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 نتیجه 5-2-1
 .عددی کنگ باشد بسط اعشاری آن نامختوم است ولی متناوب نیست Aاگر 

یکی از مسائلی که در این قسمت مطرح می شود نوشتن کسر مساوی یک عدد اعشاری نا 

 .نحوه به دست آمدن این کسر در قضیه زیر آمده است. مختوم و متناوب است 

k1n1/m1 c...cb...ba...aA 

 قضیه 1-2-6

 آنگاهاگر                                               
 
 
(1 .9) 0...900...999

b...bc...cb...b
a...aA n1k1n1

m1




K تا n  تا 
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 11010

b...bc...cb...b

10

b...bc...cb...b10

11010

c...cb...b/1010

kn

n1k1n1

110n

n1k1n1

k

kn

k1n1

nkn

k
















 

 :4-2-1 قضیه بنابر

 برهان

 110n

k1
n1k1n1 k

10

c...c
b...b/0c...cb...b/0




 .واضح است که ،                                    و حکم ثابت شده است  0...00...9...9911010 kn 

K تا n  تا 
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 مثال 1-2-7
 .کسر مربوط به عدد اعشاری       را به دست آورید -1

 :داریم( 8.1)بنابر رابطه 

  90

277

90

7
3

11010

7
0/370/3 








70/3

 (:9.1)و یا بنابر رابطه 

90

277

90

007
37/3 






 .کسری را به دست آورید که بسط اعشاری آن               باشد -2
 

 :داریم 6-2-1با توجه به قضیه 



732/15

37,2,2,15,2 21121  cckbnaam
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 (:9.1)بنابر 

 

198

3017

198

47
15

990

235
15

990

2237
15732/15









 2بسط اعداد در مبنای  1-3

نشان می دهند که بسط اعشاری تمامی اعداد کنگ و  5-2-1و نتیجه  4-2-1قضیه 

وضع از این   2در این بخش خواهید دید که در مبنای . بسیاری اعداد گویا نامختوم است 

 .نامختوم است 2به این معنا که بسط اکثر اعداد اعشاری مختوم در مبنای ! هم بدتر است
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 2بسط اعداد صحیح در مبنای  1-3-1

یک روش، تقسیمات متوالی و کنار هم گذاشتن باقیمانده هاست، که همه با آن آشنا 

 در اینجا . اما ، این روش قابل تعمیم به اعداد غیر صحیح نیست. هستید

.  روشی را، طی چند مثال ، ارائه می کنیم که قابل تعمیم به اعداد غیر صحیح نیز هست

 .نیز به دست آورد 2یعنی، با استفاده از آن می توان اعداد اعشاری را در مبنای 
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 مثال 1-3-2
 :ببرید 2را به مبنای  39عدد  -1

 لذا می نویسیم. می باشد    بیشتر نیست  39بزرگترین عدد به صورت    که از 

 

 

 پس،. بیشتر نیست    است 7همچنین بزرگترین عدد بصورت     که از 

k252

7239 5 

k222

32239 25 

 .(که وجود نداشته باشد در بسط عدد رقم صفر منظور می شود 2برای هر توانی از )
2

125 100111222239  

 ضمنا واضح است که  


 223 1
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 .بنویسید 2را در مبنای  48عدد  -2

 
 :طبق آنچه در مثال قبل عمل شد داریم

2

455 1100002216248 

 .بنویسید 2عدد        را در مبنای  -3

را که کمتر از      باشد به دست می آوریم با توجه      باز هم بزرگترین عدد به صورت 

 به اینکه                  می نویسیم،

75/0

k275/0

5/0
2

1
2 1 

25/0275/0 1  

25/0
4

1
2 2 در ضمن                         پس: 

2

21 11/2275/   
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2

33 100122129  

 .بنویسید 2را در مبنای  625/9عدد  -4

 :بنابر مثالهای قبل داریم

 

2

31 101/022125/05/0625/0  

 بنابراین

2101/1001625/9 

-1کافی است که جدول  2بنابر آنچه در مثالهای بالا دیدید برای بردن یک عدد به مبنای 

 .از اعداد را در نظر داشته باشیم و طبق آنچه گفته شد عمل کنیم 2
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0

0

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

0

0

5

4

3

2

1

0

1

2

3

4











0

0

0

03125.0

0625.0

125.0

25.0

5.0

1

2

4

8

16

0

0

0

 2-1جدول 
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0275/00625/025/009/025/034/0 

 به . اما، بردن اعداد اعشاری به مبنای دو همیشه به سادگی مثالهای بالا نیست 
 

 .مثال بعدی توجه کنید
 
 .عدد        را در مبنای دو بنویسید -5
 

 :داریم 2-1با توجه به جدول 
 

34/0

 2
642 ...010101/0...222

011875/0015625/00625/025/0
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همانطور که از مثال بالا پیداست معلوم نیست که بسط      درمبنای دو مختوم است یا 

نامختوم ، و اگر نامختوم است متناوب است یا نه، در ضمن در هر مرحله پیدا کردن 

در زیر روش  . ، کار راحتـــی نیست 2-1باقیمانده و یافتن رقم بعد ، با استفاده از جدول 

 .آسانتری برای تعیین بسط اعداد در مبنای دو ارائه میکنیم

34/0

 بسط اعداد در مبنای دو 1-3-3

را در مبنای  1و  0در این قسمت روشی را شرح می دهیم که به سادگی بسط هر عدد بین

دو به دست می دهد و به راحتی قابل تعمیم به تعیین بسط یک عدد حقیقی در مبنای 

از همه مهمتر اینکه این روش تکــراری است و با . است که در آن                 Rدلخواه 

 .  طبیعت کامپیوتــــر بعنوان وسیله ای سریع برای انجام کارهای تکـــراری سازگار است

NR1 
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 را که Aبا توجه به مطالب بالا، کافی است بسط 

 

 :فرض کنید بسط مورد نظر چنین باشد. در مبنای دو به دست آوریم

 

 بعبارت دیگر     

 

 

 :به دست می آوریم 2در )*( با ضرب طرفین 

1A0 

 
2321 ...bbb/0A 

...2b2b2bA 3

3

2

2

1

1  

...2b2bbA2 2

3

1

21  

)*( 

 :قرار می دهیم

...2b2bx 2

3

1

2  
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.1x0           واضح است که چون همواره                   و ادعا می کنیم که 0bi 

این شرط معادل بی نهایت  )باید        همچنین با توجه به اینکه باید بی نهایت بار         

 ،(بار          دومبنای دو است

0x 1bi 

9a i 

 بنابراین ،

 

 :در نتیجه ، جزء صحیح دو طرف یکسان است،یعنی

 

 :چون    صحیح است و             داریم

1

2

1
1

2

1

...
8

1

4

1

2

1
...2121x 21 



 

 1x0,xbA2 1 

   .xbA2 1 

1b1x0 

    111 bxbxb 
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 :را چنین نوشت)*( با بدست آمدن    می توان 

 

 

 نتیجه می گیریم که)*( با مقایسه این تساوی و 

 

 

 بنامیم ، یعنی   Aلذا اگر             را مجددا 

1b

...2b2bbA2 2

3

1

21  

  12 bA22b 

1bA2 
1bA2A آنگاه: 

 A2b2 

 A2b1 
 :پس
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 تذکر 1-3-4

به . )به دست آورد Rرا در مبنای  Aبه عدد طبیعی        می توان بسط  2با تبدیل عدد 

 (توجه کنید 5-3-1از  3و  2مثالهای 

R1

در مبنـــای دو مختوم   A، کار تمام است و بسط A=0واضح است که اگر در مرحله ای 

در عمل . اگر همواره         می توان این عمل را تا آنجا که مایل باشیم ادامه دهیم . است

 .رقم nحســـاب می شود، مثلا  Aتعدادی متناهی از ارقام بسط 

0A 
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 مثال   1-3-5

 .بنویسید 2بسط عدد      را در مبنای  -1

 

 ،در نتیجه         قرار می دهیم

 

 .برابر     است Aکه از آن نتیجه می شود،                  پس مقدار جدید 

 

 بنابراین،

7

3

7

3
A 

  0
7

6
A2b1 










7

6
bA2 1 

7

6

  1
7

10
A2b2 










7

5
1

7

12
bA2 2 

  1
7

10
A2b3 
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 :رسیدیم داریم Aچون به مقدار اولیه .و                      

 

 

 داشتیم، منظور از       آن است که دسته ارقام   10که، همانند آنچه در مبنای 

عملیات بالا نشان می دهند که بسط     در مبنای دو . مرتبا تکرار می شوند  011

در یک مبنا را می توان  Aعملیات مربوط به تعیین ارقام بسط . نامختوم و متناوب است

 .، نمایش داد( 3-1)با یک جدول ، نظیر جدول 

7

3
bA2 3 

 
2

2 110/0...011011011/0
7

3
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 (3-1) جدول
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 قرار می دهیم            و    . بدست آورید 5بسط عدد      را در مبنای  -2

                            :، داریم           

3/03/0A 

5R 

 بنابراین،

   55 12/0...1222/03/0 

A 

 

0/3 

 

0/5 

 

0/5 

i 

 

1 

 

2 

5A 

 

1/5 

 

2/5 

b=[5A] 

 

1 

 

2 

5A-b 

 

0/5 

 

0/5 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 .به دست آورید 10بسط کسر      را در مبنای  -3

   :جدول زیر را داریم      ، و         در این مثال 
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A 10R 
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6
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60
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7
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2
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 بنابراین،

 

 (.امتحان کنید)نیز می توان به دست آورد  7بر  1البته بسط بالا را با تقسیم 

 

 .به دست آورید 2را در مبنای    بسط عدد اعشاری    -4

 .جدول زیر بسط مطلوب را به دست می دهد






 742851/0
7

1

1/0
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A 

 

0/1 

 

0/2 

 

0/4 

 

0/8 

 

0/6 

 

0/2 

 

i 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

2A 

 

0/2 

 

0/4 

 

0/8 

 

1/6 

 

1/2 

b=[2A] 

 

0 

 

0 

 

0 

 

1 

 

1 

5A-b 

 

0/2 

 

0/4 

 

0/8 

 

0/6 

 

0/2 

22 )00011/0(...)0110001100110/0(1/0 

.  دارای بسطی نامختوم درمبنای دو است      توجه کنید که ساده ترین عدد اعشاری، یعنی 

 .است ثابت می شودکه بسط هر عدد گویا درهر مبنایی مختوم و متناوب

1/0
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نگهداری  با توجه به اینکه تعدادی محدود از ارقام بســــــط هر عدد در مبنای دو قابل

در حافظه وسایل محاسباتی است، نتیجه می گیریم که تقریبا تمامی اعداد غیر صحیح به  

طور تقریبی در حافظه این وسایل ذخیره می شوند و این یکی از ضعفهای مهم این 

 وسایـــــل است که در عمل باعث مشکلات زیادی 

 . می شود 

بعدا خواهیم دید که خطای جزئی که در ذخیره اعداد پیش می آید گاهی سبب به دست  

یکی از مباحث بسیار مهم  . آوردن جوابهای غیر قابل قبـــول برای بعضی مسائل می شود

در . در آنالیز عددی نیز پیش بینی اثرات خطای نمایش اعداد در نتایج عددی است

 .قسمتهــــای بعدی این فصل به برخی از این اثرات اشاره خواهیم کرد
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 ...  اما در علومی که با اندازه گیری سر و کـــــار دارند ، مانند فیزیک، شیمی و 

 اگر گفته شود طولـــی را اندازه گرفتیم و نتیجــــه اندازه گیری  . چنین نیست

 این گفته بدان معناست که وسیله اندازه گیری دقتی تا . متر بوده است           

اگر نتیجه اندازه گیری                                    . حد سانتیمتر داشته و حداکثر خطا       سانتیمتر است

متر بود معلوم مــــی شد که واحد اندازه گیری دقتی درحد میلیمتر داشته و            ,

از این رو ، صفرهای جلــوی این عدد را، که نشانه . حداکثر خطا      میلیمتر بوده است

 دقت اندازه گیری هستند، صفرهای بامعنا میگویند

40/7

5/0

400/7

5/0

400/7,40/7,4/7 .در ریاضیات اعداد زیر با هم مساوی اند

 ارقام با معنا 1-4
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 نمایش علمی اعداد 1-4-1

 :را همواره می توان به صورت Aواضح است که . عددی مخالف صفر باشد  Aفرض کنید 

 

 عددی صحیح است و bنوشت که در آن 

 

 در این  . بصورت علمی نمایش داده شده است Aدر این صورت می گوییم 

 .می نامند Aرا نمای عدد  bرا مانتیس و  aنمایش 

b10aA 

10a1 

 .اکنون تعریفی نسبتا دقیق از ارقام با معنا برای یک عدد ارائه می کنیم 
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 تعریف 1-4-2

عبارت اند از ارقام  aاگر عددی اعشاری باشد و              ، در این صورت ارقام با معنای 

.  ، بین این ارقام و صفرهایی که جلوی عدد به منظــــورنمایش دقت قرار دارندaمخالف صفر 

 .تعریف می شود A، همان ارقام با معنای مانتیس  Aارقام با معنای عدد مخالف صفر 

10a1 
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 .رقم با معناست 3دارای  Aاگر                 آنگاه                    و  (ب
 
 
 .رقم با معناست 4دارای  1اگر متر             آنگاه متر                   و  (پ
 
 
 .دارای دورقم با معناست dآنگاه متر                   و  d =78اگر کیلو متر  (ت

00726/0A 

20001310000/21 

31026/7A 

4108/7d 

 

 مثال 1-4-3

2101376/2A پنج است Aآنگاه                        و تعداد ارقام بامعنای   A=213/76اگر  (الف 
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 نشان داده شد که بسط اکثر اعداد دارای بی نهایت رقم   3-1و  2-1در بخشهای 

 ضمنا، می دانیم که وسایل محاسباتی از نظر نگهداری این ارقام محدودیت . است

 از ااین رو، باید تعدادی متناهی ، که به نوع وسیله محاسباتی ، قدرت آن و. دارند

 این  . دقت لازم بستگی دارد، از ارقام بسط اعشاری یا دودویی عدد انتخاب کنیم  

 .کار به دو روش انجام می گیرد

 انتخاب تقریبی از یک عدد معلوم 1-5
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 روش قطع کردن 1-5-1

.  در این روش، با توجه به تعداد ارقامی که می توانیم یا می خواهیم نگهــــداری کنیم

. این رقم را اولین رقم ناخواسته می نامیم. بسط عدد را از رقم معینی قطع می کنیم

بنابراین در روش قطع بسط عدد اعشاری، یا دودوئی، عدد را از اولین رقم ناخواسته قطع 

 .قطع شده اند( D 2یا تا )مثلا، اعداد زیر تا دو رقم اعشار . می شود

رقم   3می توان گفت که اعداد سمت راست تساویها ی بالا، قطع شده اعداد سمت چپ تا 

 هستند      با   معنا   

     D266/1
3

5
,D271/2e,D214/3 

 S3

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 روش گرد کردن 1-5-2.

 در این روش با توجه به مقدار اولین رقم ناخواسته، تقریبی از عدد را بدست  

 :مثلا در گرد کردن تا دو رقم اعشار . می آوریم

   D278/37830/3,D235/23476/2 

باشد یک واحد به رقــــم قبل از آن اضافه و  5یعنی، اگر اولین رقم ناخواسته بزرگتر از 

باشد عدد را بدون تغییر قطع  5عدد را قطع می کنیم، و اگر اولین رقم ناخواسته کمتر از 

به مثالهای . باشد به گونه دیگری عمل می کنیم 5اما، وقتی اولین رقم ناخواسته . می کنیم

 :زیر توجه کنید

 D269/2685000106/3 
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 (  فرد است 5رقم قبل از )
 
 (  زوج است 5رقم قبل از )
 

علت اصلی در نحوه گرد کردن اعداد در دو حالت اخیر آن است که مقادیری که از اعداد 

بعبارت دیگر، در یک  . کم یا به آنها اضافه می شود در عمل همدیگر را خنثی می کنند

و رقم دوم  5مسئله با محاسبات زیاد، احتمال وقوع اعداد اعشاری با رقم سوم اعشار 

اعشار زوج یا فردیکسان است، از این رو میانگین خطای گرد کردن متناظر با آنها صفر 

 .است

 D284/17835/17 

 D246/2465/2 

 است و بعد از آن رقم مخالف 5توجه کنید که در مثال بالا اولین رقم ناخواسته )

 (صفر وجود دارد 
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 رقم اعشار nگرد کردن تا  1-5-3
 به طور کلی اگر           دارای بسط اعشاری زیر باشد 

 

 

 رقم اعشار به دست می آوریم چنین عمل می کنیم nرا تا  Aو بخواهیم گرد شده 

0A 

...bb...bb/a...aaA
1nn21m21 



 
I :اگر            یک واحد به     اضافه و عدد را از           قطع می کنیم 
 

II .اگر          عدد را از         قطع می کنیم. 
 

III.  اگر             و بعد از این رقم، رقم مخالف صفر وجود داشته باشدمانند(I  ) 
 

 .عمل می کنیم

5b 1n nb1nb 

5b 1n 1nb 

5b 1n 
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IV.        اگر            و بعد از این رقم، رقم دیگری نباشد، یا فقط صفر باشد، در صورتی که

 .عمل می کنیم( II)فرد باشد و در غیر اینصورت مانند 

5b 1n 

nb

 مثال 1-5-4

 در زیر گرده شده، چند عدد را ملاحظه کنید -1

       S20/299/1,S123,S4142/3,S314/3
7

22


     D200/499/3,D3414/12,D3667/0
3

2
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b :گرد شده       و     قطع شده دو رقم اعشار باشند داریم aاگر  -2

3

2

300

1
a

3

2
,67/0a 

300

2
b

3

2
,66/0b 

بعبارت دیگرخطای قطع کردن تا دو برابر خطای گرد کردن  . یعنی، فاصله     تا     است

هر چنــد قطع کردن ساده تر است و . )در عمل بیشتر از گرد کردن استفاده می شود. است

 (.در اکثر ماشین حسابها از آن استفاده می شود

3

2
b
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نزدیکتر خواهد بود، به همین   Aبه  aبزرگتر باشد  nنامساوی بالا نشان می دهد که هر چه 

که در )دلیل است که هر وقت دقت زیاد مورد نظر باشد از دقت مضاعف استفاده می شود 

 (.این صورت دو کلمه از حافظه برای ذخیره یک عدد اعشاری به کار می رود

 نتیجه 1-5-5

 :رقم اعشار باشد، با توجه به نحوه گرد کردن داریم nتا  Aگرد شده  a اگر

 1n105aA 
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 با توجه به آنچه گفته شد برای انتخاب تقریبی از یک عــدد معلوم، ابتدا بسط

 اعشاری آن را به دست می آوریم و سپس گرد شده آن را، تا هـــر تعداد رقم  

 در کامپیوترهای. با معنا که می توانیم نگهداری با ذخیره کنیم، معین می کنیم

 متوسط معمولا هفت تا هشت رقم با معنا از مانتیس اعداد نگهــداری می شود 

 رقـــم با معنای بسط 17اگر دقت مضاعف به کار رود تا ( . البته دقت معمولی)

 .اعشاری اعداد قابل ذخیره است 
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در آنالیز عددی معمولا تقریبهایی از یک مجهول در دست است ولازم است دقت این 

 .تقریبها و رفتار آنها مورد برسی قرار گیرد

 تعریف 1-6-1

 باشد و قرار دهیم Aتقریبی از  aاگر 

 

 .نامند aآنگاه        را خطای مطلق 

  aAae 

 ae

 انواع  خطا 1-6
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n

1

n

1n
1ae n 




 مثال 1-6-2

 بعنوان تقریبی از عدد یک چقدر     فرض کنید                   خطای   -1

 است؟ 
n

1n
a. n


na

بزرگتر اختیار شود     کوچکتر خواهد و در نتیجه    به   nمشاهده می شود که هر چه 

                       0/001اگر بخواهیم خطای    از، مثلا ،. یک  نزدیکتر خواهد شد

 :کوچکتر باشد کافی است قرار دهیم

n

1

nana

001/0
n

1


است   1001که در نامساوی اخیرصدق می کند  nکه از آن نتیجه می شود             اولین 

 که به ازای آن

1000n. 

 D6000999/1
1001

1002
an 
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،مجهول است و یا  Aمعمولا . را داشته باشیم Aاما همیشه وضع به گونه ای نیست که عدد 

 .حتی در حالت معلوم بودن         به راحتی قابل بیان نیست ae

چیست؟ اگر بسط  1/41خطای مطلق . تقریبی از          است 1/41می دانیم که  -2

 :اعشاری     را، با استفاده از یک ماشین حساب، بنویسیم یعنی

2

  41/1241/1241/1 e

2

 D9414213562/12 

 خواهیم داشت

  ...004213562/041/1e 
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مشاهده می شود که           به سادگی قابل بیان نیست و همان             بیان ساده تر  

 حال فرض کنید که حدود       را بدانیم، مثلا، بدانیم که.و دقیقتری از آن است

 41/1e41/12

2

 : در این صورت

 

 بنابراین،

 

است و تاحد زیادی مقدار   41/1بدیهی است که            یک کران بالا برای خطای 

 .را به      نشان می دهد 41/1( یا دقت)نزدیکی 

415/12414/1   

 

 

005/041/12004/0 

  005/041/1e 

005/0

2
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در اکثر روشهای آنالیز عددی حدود جواب ، یعنی کران بالا و پایینی برای جواب، قابل 

به دست می          ,محاسبه است که از آنجا کران بالایی ، طبق توضیحات بالا، برای   

 .آید ae

 تعریف 1-6-3

 

 . نامیم و با     نمایش می دهیم aهر عدد ناکمتر از      را یک خطای مطلق حدی 

 

 (بر خلاف       )و     منحصر به فرد نیست          بنابراین ، همواره       aeae 

ae

 ae
ae

 ae
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.  اکنون فرض کنید یک خطای مطلق حدی چون        به طریقی به دست آمده باشد
 یعنی،

 

 

 :  با استفاده از نامساوی اخیر و خواص قدر مطلق داریم

 

 

 .در بازه                     قرار دارد Aاین نامساویها نشان می دهند که 

 ae

  aeaAae 

aa eaAea 

 aa ea,ea 

aea 
aea a 

A متعلق به بازه بالاست 
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   Aحدود دقیقتری برای  کوچکتر باشد  است و هر چه           طول این بازه

 .حاصل می شود

ae2ae

 قرارداد 1-6-4

aeaA :می نویسیم          هر وقت        

aeaA 
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 مثال 1-6-5

 راتعیین کنید 1اگر                حدود  -1

 

 پس

 

04/07/21 

04/07/2104/07/2 

74/2166/2 

 aمجهول است و یک خطــــای مطلق حدی برای تقریب  Aدر روشهای عددی عمدتا 

 .در این مورد، به مثال زیر توجه کنید. قابل محاسبه است  Aاز 

تقریبی از ( 4-1شکل )ها را قطع می کند Xمحور  (a,b)در بازه  Y= F(x)فرض کنید  -2

را تعیین کنید و حداکثر خطای آن را به دست   Xطول نقطه برخورد منحنی با محور 

 .آورید
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 می گیریم، در واقع                                     (a,b)را وسط بازه  cاست و  a,x محل تلاقی منحنی با محور 

کمتـــر از نصف   cتا  aاست به وضوح فاصله  aتقریبی از  cواضح است که                

 .است (a,b)طول بازه 
2

ba
c.




B 

b c a 

A 

a 

x 

2

ab
ca




 ،یعنی
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 حال این سوال مطرح است که

مطالب زیر  « مطلق یک تقریب ، دقت آن تقریب را کاملا مشخص می کند؟آیا خطای »

 .را مطالعه و به سوالات مربوط پاسخ دهید تا جواب سوال بالا مشخص شود

دو صندوقدار بانک را در نظر بگیرید که یکی با رد و بدل کردن، مثلا، یک میلیون   (الف

تومان ، صد تومان کم، و دیگری با رد و بدل کردن پانصد هزار تومان ، صد تومان زیاد 

 دقت کدام صندوقدار بیشتر بوده است؟! آورده است

 aاست که به محل  cکران بالا برای خطای  مشاهده می شود که عدد             یک

 .بستگی نداردو به سادگی قابل محاسبه است
2

ab 
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دو ماشین نویس را در نظر بگیرید که یکی در تایپ دو صفحه ده کلمه و دیگری  (ب

دقت کدام ماشین نویس بیشتر بوده . صفحه ده کلمه غلط تایپ کرده است 20درتایپ 

 است؟

 از مثالهای فوق چنین بر می آید که آنچـــه دقت یک تقریب را معین می کند

 (دقیقتر)خطا در واحد کمیت است که هر چه کوچکتـــــر باشد تقریب بهتر 

 .است 

گل   4پنالتی  10گل و دیگری از  4پنالتی  5دو دروازه بان را در نظر بگیرید که یکی از  (ج

 ؟(دقیقتر عمل کرده است)کدام دروازه بان بهتر بوده است . خورده است 
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 تعریف 1-6-6

 نشان              (a)را با   aباشد خطای نسبی  Aتقریبی از عدد مخالف صفر  aاگر 

 می دهیم و آن عبارت است از خطا در واحد کمیت، یعنی،

 که معمولامقدار آن معلوم نیست، هم در Aدیده می شود ،  همانطور که

 صورت و هم در مخرج کسر موجود است، می توان یک کران بالا برای 

 .در آن نباشد Aبه دست آورد که         

A

aA
)a(




)a(
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 .کسر اخیر را با       نشان می دهیم و آن را خطای نسبی حدی می نامیم

a

a

ea

e
)a(




a

 قضیه 1-6-7

ae باشد داریم a و       یک خطای مطلق حدی aاگر 

ae   :اگر       در مقایسه با     کوچک باشد می توان از آن صرفنظر کرد و نوشت

aea a 

a
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 نتیجه 1-6-9
 اگر    در مقایسه با     کوچک باشد

 

 (است«تقریبا کوچکتر از»نماد     به معنی ) 

aea



a

e
)a( a

 محاسبه و      برآورد می شود کسر         همیشه aبا توجه به اینکه در عمل 

قابل محاسبه است و به همین دلیل بعضی کتابها        را تقریبــا مساوی        می  

یعنــی، فـــرض می کنیم               در . ما نیز از این به بعد چنین می کنیم. گیرند

 . مقایسه  با     قابل اغماض باشد و قرار می دهیم

 

ae

a

a

ea

)a(

a

ea

ae

a

e
)a( a
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 قرار دهیم             خواهیم داشت 3-6-1اما اگر ، با توجه به مثال 

 

 

002979438/0
414213562/1

004213562/0

2

41/12
)a( 




005/0ea 

...910035460992/0
41/1

005/0
)a( 

اگر قرار می  . اختلاف حدود            است )که تفاوت چندانی با         ندارد 

0043/0ea دادیم               مقدار       چقدر با       اختلاف داشت؟ )a(

0006/0

a

ea

)a(

 مثال 1-6-9
2A .را حساب کنید aو         خطای نسبی  a= 41/1فرض کنید 
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 3و  2/7و  2/72و  2/718و  2/7181

اکنون  . یکی از راههای تعیین دقت این تقریبها آن است که خطای نسبــی آنها را حساب کنیم

این سوال مطرح است که آیا راه دیگری برای تعیین این اعداد وجود دارد؟ مثلا، با استفاده از  

تعداد ارقام آن یا خصوصیات دیگر؟ بدیهی است که تعداد ارقام با معنای یک تقریب موید دقت 

آیا . رقم با معنا دارد 7است که  eتقریبی از عدد  3/718238مثـــلا ، عدد . آن تقریب نیست

تقریب بهتری نیست؟ پس چگونه می توان با توجه به  3است؟ آیا  eاین عدد تقریب خوبـی از 

ارقام یک تقریب به دقت آن پی برد؟ اینجاست که پای مفهوم ارقام با معنای درست به میان  

 .  این مفهوم از گرد کردن یک عدد ناشی شده است . مـــی آید

 

 

 

 هستند eهر یک از اعداد زیر یک تقریب از عدد 

 ارقام با معنای درست یک تقریب 1-7
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 .  مفهوم ارقام با معنای درست هر تقریب رابطه تنگاتنگ با دقت آن تقریب دارد
 

 در اینجا 

 مثال 1-7-1

و              مشاهده می شود که   درست دو   a=7/997و    A=8/000فرض کنید 

 aامـــا هیچیک از ارقام ( . با حفـــظ ارزش هر رقم)دارد  Aرقم ، مساوی با ارقام 

آیا مــی توان گفت که ارقام درست     بیشتر از . نیست  Aمساوی ارقــــام 

 .است؟ خواهیــــم دید که نــــه aارقــــام درست 

 

08/8a a

a

 .قبل از ارائه تعـــریف دقیق ارقام با معنای درست هر تقریب ، مثالی می آوریم

  08/0ae,003/0)a(e 
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اما، تعداد ارقام بامعنای درست  ! و در واقع باید تعداد ارقام درست بیشتری داشته باشد

 چگونه به دست می آید؟ به بیان  نادقیق به صورت زیر

سه رقم با  aاز این رو، . حاصل می شود  Aرا تا سه رقم با معنا گرد کنید عدد  aاگر 

توجه کنید که  )حاصل می شود  Aاگر     را تا رقم یکان گرد کنید . معنای درست دارد

(. نیست Aمنجر می شود که مساوی  1/8حتی گرد شده        تا یک رقم اعشار ، به 

  A هر چند که دو رقم آن دقیقا در بسط)یعنی،       تنها یک رقم با معنای درست دارد 

 (ملاحظه می شود

  

a

a

a
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 تعریف 1-7-2

)0a(...10a10aa m

1m

1m

m

m  



 فرض کنید

 باشد در این صورت بزرگترین عدد  aتعداد ارقام با معنای  dو  aبسط اعشاری 

dn .که nصحیح نامنفی  

 نامیده می شود aتعداد ارقام با معنای درست 

nm105aA 
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 مثال 1-7-3
0m,104101103a آنگاه a= 14/3اگر  (الف 210 

 اگر                 آنگاه (ب

 آنگاه               اگر  (پ

 m=-2آنگاه            که در نتیجه ،     اگر     (ت

3m,108107a 43  

2m,107103102101a 112   o

3

1
a 

0078/0a 

7/123

o

30/0a 

 بطور کلی اگر 
 

1mm

m

1m

1m

m

m

10a10

0a010a10aa
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 آنگاه  از این رو، اگر         

 m( = تعداد ارقام     )1-     

 که با توجه به تعریف جزء صحیح معلوم                              و در نتیجه ، 

 .در مبنای ده است aمساوی مفسر لگاریتم  mبعبارت دیگر      می شود که          

1malogm 10 

 alogm 10

1a 

 a
 و اگر          آنگاه

قرینه تعداد صفرهای  mیا )  m= -{ (aتعداد صفرهای بلافاصله بعد از ممیز در بسط )}1+

به این ترتیب بدون نوشتن بسط  .( است  aقبل و بلافاصله بعد از ممیز در بسط اعشــاری 

 aکافی است معین کنیم . مربـــــوط به آنها را بدست آورد mاعداد نیز می توان مقدار 

 .و طبق آنچه در بالا گفته شد عمل کنیم 1کوچکتــر از یک است یا بزرگتـــر یا مساوی 

1a0 
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 :مثال 1-7-4

 .را حساب کنید mدر بسط اعشاری      مقدار    -1

 با توجه به اینکه            داریم           

 (.  یا یک است یا دو)پس،                  از این رو، قسمت صحیح     یک رقمی است 

 m=0بنابراین 

3

1

e

1
3

1
0 13

1

0 eee 

3ee1 3

1


3

1

e
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و     را حساب  a،             تعداد ارقام با معنای درست  A=8/00   ،a=7/997اگر  -2

 .کنید

و . برای هر دو صفر است mو    اعداد یک رقمی هستند،  aبا توجه به اینکه جزء صحیح 

 :داریم

08/8aa

a

  003/0ae 

 را به دست آوریم که در نامساوی زیر صدق کند nحال باید بزرگترین 

 

برای    .رقم با معنای درست است 3دارای  aیعنی، . است 3برابر  n بدیهی است که بزرگترین

 نیز داریم

 

 .یعنی    تنها یک رقم با معنای درست دارد

n0105003/0 

a

a

  101055/0008/0ae 
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 .را حساب کنید bو  aتعداد ارقام با معنای درست   A، a=99/98  ،b=100/6 =100اگر  -3

 و  m=1داریم  aدر مورد 

 را چنان تعیین کنیم که nحال باید بزرگترین 

 

 .دارای سه رقم با معنای درست است aیعنی ، . جواب است   n=3بدیهی است که 

  02/0ae 

n110502/0 

 جــــواب است   n=2و باید                             که  m=2داریم  bدر مورد 

 .تنها دو رقم با معنای درست دارد bیعنی، 

  n21056/0be 
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 در زیر طی چند قضیــه و مثال ارتباط بین ارقام با معنای درست یک تقریب و 

 .دقت آن را، که با خطای نسبــی محک زده می شود، بررسی می کنیم

قضیه 1-7-5  

a10b رقم با معنای درست باشد                و nبا  Aتقریبی از  a اگر k A10B k 

رقم با معنای درست   nبا  Bنیز تقریبی از  bعددی صحیح است، آنگاه  k،که  در آن 

 .یکسان هستند bو  aاست و خطای نسبی 
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 قضیه 1-7-6

رقـــم با معنای درست   nدارای  aرقم با معنا باشد  nتا  Aگرد شده عدد مثبت  aاگر 

 .است

 قضیه  1-7-7

از         کمتر است ، به  aرقم درست باشدخطای نسبی  nو دارای  Aاگر      تقریبی از 

 .صفر درسمت راست آن نباشد n-1شامل یک رقم یک و  aشرط آنکه رقمهای درست 

0a 3105 
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 مثال 1-7-8

310 .تقریبی از     ارائه دهید که خطای نسبی آ ن  از      کمتر باشد 

اعشار گرد ... یکی از راههای تعیین این تقریب آن است که عدد      را تا یک رقم، دو رقم، 

بعبارت دیگر ، ! و خطای نسبی هر یک را محاسبه کنیم، تا زمانی که از        کمتر شود 

 .برسیم     ,مقدار کسرهای زیر را حساب کنیم تا به عددی کوچکتر از   



310

,...
14/3

,
14/3

,
1/3













310

 با توجه به. توان جواب را به دست آورد به راحتی می 7-7-1اما، با استفاده از قضیه 

 نامساوی 
34 10105  
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-1رقم با معنای درست داشـــته باشد بنابر قضیه  4چنان تقریبی از       باشد که  aگر ا

7-7   
  4105a 



را گرد شده      aکافی است  6-7-1از این رو ، با توجه به قضیه              و بنابراین       

 .تقریب مورد نظــر است  a=3/142یعنی، . رقم با معنا اختیار کنیم 4تا 

  310a 



 قضیه 1-7-9

رقم با معنای  nحداقل  aتقریبی باشد بطوری که                        آنگاه         اگر

 .درست دارد

0a   n105/0a 
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با توجه  به این که خطای نسبی یک تقریب دقت آن تقـــریب را نشان می دهد قضایای 

به خوبی ارتباط بین دقت یک تقریب را با تعـداد ارقام درست آن نشان   9-7-1و  1-7-7

مثلا، در حل )در بعضی مسائل خطای نسبی تقریب را می تــوان به دست آورد . می دهند

می توان   9-7-1که درنتیجه با استفاده از قضیه ( دستگاه معادلات خطی به روشهای عددی

 . حداقل ارقام بامعنای درست تقریب به دست آمده را تعیین کرد

می توان تعداد ارقام با معنای درست یـــــک تقریب را بدست   در برخی دیگر از مسائل

 آورد، مثلا، در روش نیوتن برای تعیین تقـــریبی از یک ریشــــه معادله

می توان خطای نسبی و در نتیجـه دقت تقریب آن  7-7-1که با توجه به قضیه              

.را معین کرد  

  0xf 
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 همانطور که می دانید صورت علمی نمایش هر عدد اعشاری مخالف صفر
b10a

 است که در آن،

تغییر محل  aبا تغییر نما، ممیز در بین ارقام )این نمایش را نمایش ممیز سیار نیز می نامند 

قبل از این که نحوه . محاسبه  با این اعداد را نیز حساب ممیز سیــار می نامند(. می دهد

تولید و انتشــــار خطا را توضیـــح دهیم لازم است درمورد چگونگی انجام چهـــار عمل 

 .  اصلـــی روی اعداد ممیز سیار مطالبی را بیان کنیم

10a1 

برای سادگی بحث فرض کنید فقط سه رقـــــم با معنا از ارقام مانتیس هر عدد اعشاری ، 

 .، را می توانیم نگه داریم؛ این را حساب ممیـــز سیار سه رقمی نامندaیعنی 

 تولید وانتشار خطا 1-8
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حساب ممیز سیار 1-8-1  

.در اینجا اعمال اصلی بر اعداد ممیز سیار را بررسی می کنیم  

جمع و تفریق (الف  

برای بدست آوردن حاصل جمع یا تفاضل دو عدد ابتدا نماها یکسان می شوند ، در 

صورت لزوم با افزایش نمای عدد کوچکتر، سپس حاصل عمل بدست می آید و سرانجام 

.رقم با معنا دارد ، نوشته می شود 3جواب حاصل بصورت علمی ، با مانتیسی که   

22111 1015/110146/11046/111034/81012/3 

111111 1049/6104945/6100145/01048/61045/11048/6  

   مثلا
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2111 109/81089/01067/21056/3  

111111 1048/110478/110012/01049/1102/11049/1  

ضرب (ب  

سپس  . جمع و مانتیسها در هم ضرب می شوند در ضرب دو عدد ممیز سیار، نماها با هم

مثلا،. نتیجه نهایی ، با گرد کردن، بصورت علمی نمایش داده می شود  

    2211 1000/810995/71046/21025/3 

    22123 1052/21052076/2102076/251037/31048/7  
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تقسیم (ج  

برای تقسیم دو عدد ممیز سیار، ابتدا تفاضل به دست می آید، سپس مانتیسها بر هم  

مثلا،. تقسیم شده و حاصل بصورت علمی نمایش داده می شود  

11

2

1

1019/110...1934/1
1055/4

1043/5




 

332

3

1

1079/210...78622/210...278622/
1087/9

1075/2  





مشاهده می شود که حتی اگر عوامل یک عمل دقیق باشند، نتیجه، معمولا، گرد شده 

 .حاصل دقیق است، خطایی که به این ترتیب وارد می شود خطای تولید شده نام دارد
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محاسبه عبارات (د  

در این صورت، . شرکت داشته باشند ممکن است در یک عبارت محاسباتی چهار عمل اصلی

.عملیات همانند آنچه توضیح داده شدانجام می شود تا حاصل نهایی بدست آید   

  
22

3

1

11

11

1006/210...0598/2
1001/3

1020/6

1038/61072/4

1084/11018/6 












این اعداد . در مثال بالا، مقادیر صورت و مخرج کسر دوم شامل خطاهای تولید شده هستند

تقریبی نیز بر هم تقسیم می شوند و نتیجه نهایی باز هم شامل خطای تولید شده دیگری 

بدیهی است که خطاهای تولید شده در صورت و مخرج کسر دوم انتشار پیدا می کنند  . است

 .و روی مقدار جواب نهایی اثر می گذارند
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تفاوتهای حساب ممیز سیار با حساب معمولی 1-2-8  

 

 در حساب ممیز سیار، با هر تعداد رقم که بتوان نگهداشت ، قوانین حساب 

 

 معمولی نظیر وجود عضو بی اثر برای جمع ، شرکت پذیری ضرب یا جمع و 

 

.این موارد در مثالهای زیر بررسی می شود. عموما بر قرار نیستند...   
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 75/2در حساب ممیز سیار، مثلا، سه رقمی،هر عدد کوچکتر از           را که باعدد  (الف
 خواهد بود، بعنوان مثال،

 

 .بنابراین ، در جمع اعداد ممیز سیار عضو بی اثر منحصر به فرد نیست

3105 

75/210754/210004/01075/210475/2 0003  

33 10310475/2  

   مثلا در محاسبه. شرکت پذیری عمل جمع در اعداد ممیز سیار برقرار نیست (ب

75/2754/210475/2 3  

75/2754/210475/2 3  

 :  داریم

75/2753/210475/2 3  
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 :بنابراین

 

 اما،

 

 و

 

 

  750/210410475/2 33  

333 107104104  

76/275/210775/2 3  

   3333 10310475/2,10310475/2  

.یعنی ، در حساب ممیز سیار سه رقمی، حاصل عبارات یکسان نیست  
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انتشار خطا 1-8-3  

Aدر حالت کلی اگر  و   B دو عدد و   a و   b به ترتیب ،تقریبهایی از آنها باشند و       نماد  

 یک عمل باشد، 

نماد     تقریب می شود و در واقع آنچه  در وسایل محاسباتی این عمل با  

:این وسایل به ما می دهند           است و داریم  



ba 

   bababaBAbaBA  

  bababaBA 

 خطای تولید شده خطای منتشر شده
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.  بنابراین، خطای کل از مجموع خطای منتشر شده و خطای تولید شده بیشتر نیست

در آنچه خواهد آمد حداکثر خطای منتشر شده را برای چهـــار عمل اصلی به جای        

معمولا در عمل به خطای تولید شده توجه زیادی نمی شود هر . محاسبه می کنیم

 .چند گاهی اوقات باعث بدست آمدن جوابهای غیر قابل قبول می شود



 .در ادامه جمع، تفریق، ضرب و تقسیم اعداد تقریبی را بررسی می کنیم
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 جمع اعداد تقریبی (الف

 رقمی داریم 3در حساب ممیز سیار 

 

اکنون . مشاهده می شود که تقریبی از     با تقریبی از         جمع شــــده است

حداکثر چقدر است و چه ارتباطی با  14/3می خواهیم معین کنیم که خطای 

 در حالت کلی داریم. دارد 73/1و  41/1خطاهای 

14/373/141/132 

23

 
قضیه 1-8-4  

a اگر  و   b تقریبهایی از   A و   B  و این اعداد جملگی مثبت باشند آنگاه  

     beaebae 

      b,amaxba 
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 نتیجه 1-8-5

می تواند همانند  a+bاست و دقت  bوaمجموع خطاهای  a+bحداکثر خطای 

از این رو، در اندازه گیری کمیتهایی که می خواهیم جمع . باشد bو  aنادقیقترین 

 .کنیم ، بهتر است آنها را با یک واحد اندازه گیری کنیم

تفریق اعداد تقریبی (ب  

 در مورد تفریق اعداد تقریبی به راحتی می توان نشان داد که

     beaebae 

ba           اما، بنا بر تعریف                       و اگر   
 

ba

bae
ba






نادقیق خواهد  a-bمی تواند بزرگ باشد ، که نتیجه  a-bکوچک باشد خطای نسبی 

 .بود
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  :مثال 1-8-6

نزدیک به هم باشند و هدف محاسبه        ، با استفاده از حساب ممیز سیار،   B و  Aاگر 

 :مثلا، با حساب ممیز سیار چهار رقمی. باشد خطا می تواند فاحش باشد

BA

1

   

250
004/0

1

142/3732/1414/1

1

32

1
C









رقم اعشار قراردهیم و  9تقریبهایی تا  Cدر صورتی که ، اگر به جای اعداد موجود در کسر 

 جواب را تا چهار رقم گرد کنیم خواهیم داشت

 s41/214C 
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.  مشاهده کرده اید که اکثر ماشین حسابهای مورد استفاده دارای کلیدهای تابعی هستند 

 ، با زدن یک عدد و بعد فشار یک یا دو کلید ، می توانید مقدار توابعی چون

tgx,xlog,xln,xarcsin,xarccos,arctgx,e,xsin,xcos 10

x

و بعضا توابع هیپربولیک را حساب قبل از اینکه ماشین حساب و کامپیوتر رایج شود 

هنوز هم در . )معمولا مقادیر این توابع، آن هم در نقاط، از روی جدول تعیین می شد 

در این بخش می  (. آخر بعضی از کتابهای دبیرستان جداول  و خطوط مثلثاتی وجود دارد

.  خواهیم نحوه محاسباتی تقریبی از یک تابع را شرح دهیم و خطای آن را حساب کنیم 

 .قبلا به  یک مثال توجه کنید

 خطای محاسبه توابع 1-9
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  :حل

می دانیم که بسط ماکلورن تابع      . ابتدا توضیح می دهیم که منظور از        چیست

:چنین است  

...
!n

x
...

!3

x

!2

x
1e

n32
x 

مثال 1-9-1  

3 تقریبی از      را با خطای کمتر از      حساب کنید

2

e
210

3

2

e

xe

 

xe منظور از     مقدار سری زیر است

...
!n

3

2

...
!3

3

2

!2

3

2

3

2
1

n32
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ضمنا در . اما محاسبه تمام جملات سری بالا و بعد جمع کردن آنها عملا ممکن نیست

  .ماشین حساب یا کامپیوتر نمی توان عدد      را دقیقا ذخیره کرد 
3

2

از این رو، در عمل تقریبی اعشاری از         اختیار می کنیم و تعدادی از جملات ابتدای 

:    مثلا، برای دقت           قرار می دهیم. را محاسبه و با هم جمع می کنیم( 21.1)سری 

             

3

2

210

667/0x 

را تا جایی حساب می کنیم که مقدار آنها از نصف      یعنی         ( 21.1)و جملات سری 

 (.البته مقادیر حساب شده را نیز تا سه رقم اعشار گرد می کنیم. )کمتر نباشد



005/0
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 بنابراین،

 

 :اگر       را از ماشین حساب بگیرید خواهید داشت

 

 که از آن نتیجه می شود

001/0008/0049/0222/0667/01e3

2



947/1e3

2



3

2

e

...94773404/13

2

e

01/0...00073404/0947/1e3

2



 .وجیه عملیات بالا را در زیر مشاهده می کنید
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 بسط ماکلورن یک تابع 1-9-2

در مجاورت صفر تعریف شده باشد و مشتقات آن ، از هر مرتبه ، موجود باشد  Fاگر تابع 

 :داریم

             ...0f
!n

x
...0f

!3

x
0f

!2

x
0f

!1

x
0fxf n

n32



برای بدست آوردن بسط ماکلورن یک تابع باید مشتقات آن را در صفـــر حساب کنیم و 

بسط ماکلورن چند تابع ، جهت اطلاع و بکار بردن آنهــا در . قرار دهیم( 22.1)درحیطه 

 .تمرینهای آخر ایـــن بخش ، در زیـــر آمده است
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...
!7

x

!5

x

!3

x
xxsin

753



...
!5

x

!3

x
xxsinh

53



...
!6

x

!4

x

!2

x
1xcos

642



...
!4

x

!2

x
1xcosh

42



  ...
4

x

3

x

2

x
xx1log

432

e 

...
8

x

5

x

3

x
xarctgx

753
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مشاهده می شود که هر تعداد متناهی از جملات ابتدای بسط ماکلورن تابع   f را اختیار  

پس می توان نوشت. کنیم چند جمله ای بدست می آید  
 
 

 که در آن،
 

 

     xRxpxf nn 

        0f
!n

x
...0f

!1

x
0fxp n

n

n 

     
 

   ...0f
!1n

x
xpxfxR 1n

1n

nn 


 


 f از دامنه xدر صورتی که به ازای هر . می نامند f(x)باقیمانده سری مساوی  را           

به ازای هر  f(x)داشته باشیم                      می توان روشی عملی برای محاسبه تقریبی از 

 .نقطه از دامنه اش ارائه کرد

 xRn

  0xRlim n
n
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 با خطای مطلق کمتر از   داده شده، ابتدا   F(X)برای محاسبه تقریبی از 

 چون   انتخاب می کنیم که         کوچک باشد و بعد به جای  Xتقریبی از 

 این خطا یی تولید می کند که  . محاسبه       مقدار        را حساب می کنیم

 (.البته بطور تقریبی)به طریق زیر قابل محاسبه است 

 

 :     ، تا مشتق مرتبه دوم، داریم         با استفاده از بسط تیلر تابع      حول نقطه

 (و       Xبین )    



xxx 

 xpn  xn
p

         
 ,P

!2

xx
xPxxxPxP nnnn 




 xpnx

 
 

 به گونه ای می گیریم که           X در عمل      کوچک است و    را گرد شده 
 

 مثلا           . خیلی از  کوچکتر باشد
. 

x

x


xx  

20
xx
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:بنابراین با توجه به اینکه               بسیار کوچک است، می توان نوشت  
       

       xnPxxxPxP nn


2)xx( 

 که از آن نتیجه می شود

 

(24.1) 

 و            nبنابراین . آنچه ماشین حساب یا کامپیوتر به ما می دهد        است 

 

 چنان انتخاب می شوند که  

 

 

         .xRxPxxxPxf nnn 

 xPn
x

     xPxf n

         xRxPxxxPxf nnn 

 .به دست می آید( 24.1)برای این منظور می گوییم از 

   xRxpxx nn 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 از این رو کافی است نامساویهای زیر برقرار باشند
 

(25.1)  

 

 

 

   















2
xPxx

2
xR

n

n

، از مرتبه ای به بعد برقرار است ولی نامساوی دوم ( 23.1)نامساوی اول ، با فرض   
 

در عمل با اعمال محدودیتهایی روی         . بستگی به مقدار نامشخص              دارد  
 

 بنابراین، فرض می شود. می توان نامساوی دوم را نیز برقرار کرد xو 
 

 xPn
x

1x 

 

 

 برای توابع مثلثاتی

 2
x
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 محدودیتها بزرگ نبودن          را، با توجه به چند جمله ای بودن آن و این که  

 در وســایل . ضرایب این چند حمله ای اعداد کوچک هستند، تضمین می کند

 .  محاسباتی     گرد شده    تا آخرین رقمی است که ماشین قادر به ذخیره است

 xPn


xx

 رقم اعشار ( k+1)تا  xولی برای محاسبه دستی اگر          کافی است     گرد شده 
 

 ( :13.1)در این صورت بنابر. اختیار کنید

 

k10

 

20
105xx 2k 

 

x

البته لازم به ذکر است  .نیز برقرار خواهد بود( 25.1)برای اکثر توابع، با این انتخاب نامساوی دوم 

برقرار شد بلکه ، ( 25.1)را چنان بدست آورد که نامساوی اول  n که در حالت کلی نباید ابتدا

گفته شد، جملات را تا جایی حساب می کنیم که در مطلق آخرین ( 1-9-1)همانطور که در مثال 

/2 .جمله از          کمتر باشد
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 مثال 1-9-3

 .را به ازای           با خطای کمتر از      حساب کنید sinxتقریبی از 
11

x


410

28560/0x x

00005/0
2

10 4




00002/000388/028560/0
11

sin 


   :حل

و جملات ( . تا پنج رقم اعشار است xگرد شده :                     )      قرار می دهیم

را تا جایی حساب می کنیم که قدرمطلق جمله آخر از                         sinxسری مربوط به 

 .کمتر باشد
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مشاهده کنید که جملات نیز تا پنج رقم اعشار ، یعنی تعداد ارقام اعشار    ، گرد شده  

:اند بنابراین،              را از ماشین حساب بگیرید دارید  

 

 

قدر مطلق خطای مقدار محاسبه شده حدود              است که از             کمتر  

.است  

 

 s528174/
11

sin 


...28173255/
11

sin 


11
sin



000007/0
410

x

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 1.  2) حل بسیاری از مسائل اجتماعی ، اقتصادی و علمی منجر به حل معادله ای به شکل 

    )f(x)=0  می شود . 

 تعیین عدد یا اعدادی است که مقدار تابع به ازای  ( 1.  2) منظور از حل معادله 

می نامند یا     می گوینـد   (1.  2) را یک ریشه معادله  aآنگاه   f(a)=0اگر . آنها صفر شود 

a  یک صفر تابعf  بر حسب نوع تابع  ( 1.  2) معادله . استf  به چند 

 . دسته تقسیم می شود 

 یک چند جمله ای مانند   fتابع  (الف

 

0

1n

1n

n

n a...xaxa)x(P  



 مقدمه
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 کلی هدفهای

 شناخت منابع خطاوتشخیص آنها در هر مسئله1)
 

 بررسی منابع خطاو راه های کمینه سازی آنها2)
 

 شناخت انواع خطاها ورابطه آنها با دقت یک تقریب3)
 

 جلوگیری از رشد خطاها در محاسبات عددی4)
 

 شناخت روش های محاسبه پایدار وناپایدار5)
 

 .محاسبه مقدار تقریبی توابع6)
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 هدف های کلی 

 اجتماعی که حل آنها منجر به حل  –ارائه نمونه هایی از مسائل کاربردی  -1

 .یک معادله متعالی می شود 

 .بررسی روشهای تعیین تعداد و محل تقریبی ریشه های حقیقی یک معادله  -2

 

بررسی روش های زیر برای تعیین تعداد و محل تقریبی ریشه های حقیقی یک معادله  -3

. 

 (یا تنصیف ) روش دوبخشی  (الف       
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جایی    نابهروش  (ب         

روش نیوتن  (ج           

(خط قاطع ) روش وتری  (ه          

 

  مقایسةروشها و بالاخره  همگراییو سرعت  همگرایی،  واگراییبحث در  -4

.روشها   

 

 به دو روش تعمیم   مجهولیغیر خطی دو  معادلاتحل عددی دستگاه  ـ5

 .نیوتن  یافتة
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 : دانشجو پس از مطالعه این فصل باید بتواند 

 تعداد و محل تقریبی ریشه های حقیقی یک معادله را با روش مناسب   -1

 . تعیین کند 

 تقریبی از مقدار یک ریشه را با دقت وطلئب و به روش خواسته شده حساب  -2

 .کند 

 مناسب  ( های)تقریبی از تمام ریشه های حقیقی یک معادله را با روش -3

 .محاسبه کند 

 اختلاف روشها را از نظر مطمئن بودن یا نبودن همگرایی و تعداد عملیات  -4

 .برای رسیدن به یک تقریب مناسب را بیان کند 

 تعداد و حدود ریشه های یک دستگاه ساده از معادلات دو مجهولی غیر  -5

 .خطی را تعیین و تقریبی از آنها را با دقت مطلوب حساب کند 

 هدف های رفتاری 
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   یک مسئله کاربردی 1ـ2

 در این قسمت مسئله ای را بررسی می کنیم که حل آن منجر به تعیــــین 

 فرض کنید یک مخزن اســتوانه ای . ریشه ای از یک معادله متعالی می شود 

 مثلا ، مخزن گازوئیل که  . ) داریم که    آن پر از مایع است   rبه شعاع قاعدة 

 و این مخزن طـــوری قرار دارد که . ( در اکثر منازل شوفاژدار موجود است 

 می خواهیم ارتفاع مایع را در این مخزن بیابیـــــــم . محور آن افقی است 

 طبق  فــرض                                                                                    .  DB=hباشد یعنی ،   hفرض کنید ارتفاع مایع .   ( 1ـ2شکل ) 

 مساوی       مساحت دایره باشــد اما ،    ABC  مسئله ، باید مساحت قطعة 

 . است  ADBدو برابر مساحت قطعة  ABCمساحت قطعة

4

1

4

1

 ـ حل معادلات متعالی2
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  ABDمساحــــت قطعه . می پردازیم  ABDاز این رو ، به تعیین مساحت قطعـــه 

 .است  OADمنهــای مساحت مثلث  OABمساوی مســـاحت قطاع 

o 

B 

A C 

h 

r 
D 

 مقطع عرضی مخزن استوانه ای
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 :داریم OADدر مثلث 
 

 بنابراین 
 
 

برابر است با       که در آن     زاویه مرکزی   رو به روی  OABهمچنین مساحت قطاع 

 :پس بایـد داشته باشیم. است ( بر حسب رادیان ) ABکمان 
 
 
 

 با ضرب طرفین رابطه بالا در      نتیجه می شود 





cossinr
2

1
)cosrsinr(

2

1

cosrOD,sinrAD

 OADمساحت مثلث 2

2r
2

1


222 r
4

1
cossinr

2

1
r

2

1
2 










2r

2

2
cossin22
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xcosx
2

sin2sin

x
2

2

2
2

x

02sin2
2

cossin22sin






































 و یا با توجه به اینکه  
 
 
 
 

 با فرض
 

 داریم
 
 

 و از آنجا

(1)  

(2)  

، به شکل زیر در می آید که یک معادله متعالی است   (2)با توجه به  (1)در نتیجه معادله 

. 
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، را بـا توجـه بـه شـکل مقطـع عرضـی مخـزن        hمی توان  (1)پس از حل مساله متعالی 

 .َاستوانه ، از روابط زیر به دست آورد 
 
 
 

 

با استفاده از مساله بالا می توان یک مخزن را درجــه بندی کرد و بر حسب ارتفاع مایع 

در طول این فصل به روشهای گوناگون حـل   (1)معادله . داخل آن به مقدار مایع پی برد 

 .خواهد شد
















 









24
cos1r

cosrrODOBh

0xcosx (1)  
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 معمولا برای تعیین ریشه ای از یک معادله ، با دقت مطلوب ، لازم است که  

 . تقریبی از آن ریشه یا بازة کوچکی که حاوی آن ریشه باشد را معلوم کرد 

 در این بخش روشهای موجود برای تعیین تعداد و حدود تقریبی ریشه های 

 دو روش برای این کار . حقیقی یک معادله را مورد بررسی قرار می دهیم 

 :موجود است 

 جدول بندی مقادیر تابع  (ب              رسم منحنی (الف    

 در بخش بعد دو روش را شرح می دهیم و نقاط قوت و ضعف هر یک را بیان 

 .می کنیم 

 

 تعیین تعداد و محل تقریبی ریشه ها 2ـ2
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 رسم منحنی 1ـ2ـ2

 در این روش منحنی   

                                                  y=f(x)   

 یعنی ، نقطة                           باشد داریم     f(x)=0اگر    ریشة معادلة . را رسم می کنیم 

پـس ، بایـد   . اسـت   ox  َxروی محو   Aاما ، نقطة . قراردارد  y=f(x)روی منحنی         

طول ایـن نقـاط ریـــــشه هـای     . تعیین کنیم  ox  َxنقاط تلاقی منحنی بالا را با محور 

، بـدون اسـتفاده از   y=f(x)در حالـت کلـی رسـم منحــــــنی     . هستند  f(x)=0معادلة 

ماشین حساب و به کمک نقطه یابی ، به سادگی امکان پذیر نیست و بایـد ازکـامپیوتر و   

  MATHEMATICAیـا  DERIVE  ،MATLABبسته هـای نـرم افـزاری مناسـب نظیـر      

با وجود این ، دانستن روشهای دستی نیز خـالی از فایـده نیسـت و اکثـر     . ،استفاده کرد 

 .   اوقات رفع نیاز می کنند 

0)(f 

)0,(A 
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 مثال 2ـ2ـ2

02x)x(f .   تعداد و محل تقریبی ریشه های معادلة                     را تعیین کنید  2 

2xy 2  مشاهده می شود که معادله دو ریشه دارد که  . منحنی                 را رسم می کنیم

 .  (2ـ2شکل ) هستند  4/1و  -4/1تقریبا 

x'x

y

o

2xy 2 

4/1-  4/1 

2ـ2شکل   
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 . همیشه به این سادگی است ؟ واضح است که نه  y=f(x)آیا رسم منحنی 

 مثلا ،  منحنی  

y= x + cos x                                                                                                   

 .  را به این سادگی نمی توان رسم کرد 

 را به صورت تفاضل دو تابع ، که رسم آنها ساده  f(x)بعضی اوقات می توان 

 فرض کنید داریم  . است ، نوشت 

    (2  .5 ) 

 منحنی های زیر را رسم می کنیم   

 

 

)X(f)x(f)x(f 21 

)x(fy

)x(fy

22

11
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 حال می گوییم اگر          آن گاه

 

 که از آن نتیجه می شود  

 

 به عبارت دیگر ،     . یعنی نقطة          روی هر دو منحنی     و     قرار دارد 

 

  از این رو ، منحنی ها را رسم . طول نقطة تقاطع منحنی های     و    است 

 

 .کنیم و طول نقاط برخورد آنها را به دست می آوریم  می

 

0)(f 

0)(f)(f 21 

),(A 

1y

2y 1y

2y

 )(f)(f 21
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)3x)(2x(xy2 

4ـ2شکل   

2/0 

  2/0نشان می دهد که معادله یک ریشه دارد که مقدار تقریبی آن  (4ـ2)شکل 

 .به مثال زیر توجه کنید . اما ، این تدبیر همیشه کارگر نیست . است 
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 مثال 5ـ2ـ2
 .تعداد و محل تقریبی ریشه های معادلة زیر را تعیین کنید 

      (2  .6 )   x sin x – 1 = 0                                       

 ولی . به شکل تفاضل دو تابع                   و           است  f(x)در اینجا تابع 

 منظور این است که به راحتی با تعیین دو . ) رسم تابع               ساده نیست 

 ریشة   x=0در این حالت می توان گفت که چون . ( سه نقطه قابل رسم نیست 

 . تقسیم کرد و به دست آورد  xنیست می توان طرفین آن را بر  (6.  2)معادله 

     (2  .7)  

 البته ، منحنی ) یکسان است  (7.  2)و  (6.  2)واضح اسن که مجموعه جوابهای 

 را بررسی کنیم   (7.  2)از این رو ، کافی است معادلة ( . نمایش آنها یکسان نیست 

 برای این منظور منحنی های زیر را رسم می کنیم و طول نقاط تلاقی آنها را به . 

 .  (5ـ2شکل ). دست می آوریم 

xsinx)x(f1 1)x(f2 

xsinxy1 

0
x

1
xsin 
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x

1
y

xsiny

2

1

2y

2y

1y

1 2 3

5ـ2شکل   
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 اولا با توجه به تابع                       ، اگر 

 آن گاه 

 (4ـ2)        

 نشان می دهد که معادله  (4ـ2)شکل . یعنی ریشه ها نسبت به مبدا قرینه اند 

 

 و بقیه در مجاورت               1در نزدیکی .     دارای بی نهایت ریشة مثبت است 

 

 ( .صفر می شود  sin xنزدیک نقاطی که ) قرار دارند 

x

1
xsin)x(f 0)(f 

0)(f)(f 

1

 k,....,2,1k
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 جدول بندی مقادیر تابع 6ـ2ـ2

مـی دهـد            در دو طرف آن تغییـر علامـت   fدر این روش می توان ریشه هایی را که تابع 
 .می کنیم      را بیان  8ـ2ـ2قبل از توضیح این روش تعریف زیر و قضیة . پیدا کرد 

  تعریف 7ـ2ـ2

 فرض کنید 

 

 .  است  mاست و مرتبة تکرار آن  f(x)=0می گوییم    ریشة تکراری معادلة  m>1اگر 

 در نزدیکی    تغییر علامت  fزوج باشد تابع  mاین تعریف نشان می دهد که اگر 

 . در نزدیکی         و دو طرف آن دارای یک علامت است  f(x)نمی دهد یعنی 

 Nm,0)(g),x(g)x()x(f m 



x
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  قضیه 8ـ2ـ2

 آنگاه  f(a)f(b)<0پیوسته باشد و  [a,b]بر  fاگر تابع ( : بولتزانو ـ وایشتراس ) 

 به عبارت دیگر معادلة .  f(c)=0و  a<c<bهست که  cحداقل یک نقطه مانند 

f(x)=0  حداقل یک ریشه در(a,b)  به علاوه ، اگر . داردf  بر[a,b]  اکیدا یکنوا 

 .منحصر به فرد است  c( صعودی یا نزولی باشد ) 

 در دو طرف آنها تغییر  fرا ، که  f(x)=0د رعمل وقتی بخواهیم ریشه هایی از 

  nقرار دارند ، تعیین کنیم این بازه را به  [A , B]علامت می دهد ، و در بازة 

 آن قدر بزرگ اختیار می کنیم که نقاط  nقسمت متساوی تقسیم می کنیم و 

 در این صورت ، فاصلة نقاط متوالی  . تقسیم به اندازة کافی به هم نزدیک باشند 

 عبارت است از  

   
n

AB
h
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  (6ـ2شکل )و نقاط عبارتند از 

 

 

 

 :  بعد قرار می دهیم 

 

 

 :و سه حالت زیر را در نظر می گیریم 

 برای توابع هموار  . اگر      آن گاه حداقل یک ریشه در             موجود است  ـ1

 . کوچک ، معمولا یک ریشه موجود است  hو 

 

Ax0 

n,...,2,1i,ihxx,Ax 0i0 

1x 2x

3x

4x Bxn 

)x(f)x(f 1iii 

0i )x,x( 1ii 
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 اگر       ممکن است معادله در              ریشة تکراری با مرتبة تکرار زوج  ـ2
 

 صفر  ریشة تکراری  مرتبة  دوم   f(x)=cos x – 1=0مثلا ، برای  . )داشته باشد 
 

 این ظن  وقتی  قوی      . ( د رمجاورت         تغییر علامت نمی دهد   fاست  و 
 

 ( . و وقتی رد می شود که    کوچک نباشد ) می شود که خیلی کوچک باشد 
 

 به هر جهت تعیین این گونه ریشه ها آسان نیست و به تمهیدات بیشتری نیاز 
 

 .دارد 
 
 . اگر       آن گاه             یا                 ـ3

)x,x( 1ii 

0

i

0i 0)x(f i 0)x(f 1i 

0i 
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 مثال 9ـ2ـ2

   . را تعیین کنید   f(x)=sin x-x+0/5=0تعداد و محل تقریبی ریشه های معادلة

 با توجه به اینکه همواره                داریم  

 

 نیست یعنی ریشه ای در           موجود  f(x)<0آن گاه  x<0-از این رو ، اگر 

 . و معادله در               نیز ریشه ندارد  f(x) >0آنگاه x-0/5->0و اگر  

 نشان  (6ـ2)جدول . را مورد بررسی قرار می دهیم  [1/5 , 0/5-]پس باید بازة 

 اعداد تا چهار رقم اعشار ) یک ریشه دارد  (0/5,1/5-)می دهد که معادله در 

 ( .گرد شده اند 

1xsin1 

x5/1)x(f5/0x 

),5/1( 

)5/0,( 
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       x                        -0/5                       1                            1/5 

  sin x                     -0/4794              0/8415                     0/9975 

   f(x)                      0/5206               0/3415                     -0/0025 

 .باشد  1/5، ریشه باید نزدیک  f(1/5)و  f(1)و با توجه به مقادیر  (6ـ2)از جدول 

 با توجه به اینکه             

                                 f(1/4)=0/047 (3D)    

   چون                       . نتیجه می گیریم که                 ، مثلا              

 البته تعیین. اکیدا نزولی است و لذا ، تنها یک ریشه موجود است  fتابع 

 .به روش رسم منحنی ساده تر است  sin x – x + 0/5 = 0ریشه های معادلة  

6ـ2جدول   

)5/1,4/1(45/101xcos)x(f 
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 مثال 10ـ2ـ2

 .بدون رسم منحنی ثابت کنید معادلة زیر تنها یک ریشه دارد 

(2  .8) 
0)x1(x)x(f 52 

4)x1(5x2)x(f 0x 

 اما چون  . موجود است  (1,0)پس حداقل یک ریشه در  f(1)=1و  f(0)=-1اولاً ، 

 در         اکیدا  fیعنی ، تابع . ، در صورتی که       داریم                              

 اکنون ثابت  . تنها یک ریشة مثبت دارد  (8.  2)بنابر این ، معادلة . صعودی است 

 برای این منظور نشان می دهیم که  . می کنیم که این معادله ریشة منفی ندارد 

 زیرا ،  f(x)<0آن گاه  x<0اگر 

 

 

 منفی است   xمثبت و ضریب توان های زوج  xحال چون ضریب توان های فرد 

 .  f(x)<0آن گاه  x<0نتیجه می گیریم که اگر 

 ,0

)xx5x10x10x51(x)x(f 54322 

1x5x9x10x5x

xx5x10x10x51x

2345

54322





0)x(f 
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 پس از تعیین حدود یک ریشه لازم است تقریبی از آن را با دقت   

 

 برای این منظور دنباله ای از اعداد مانند        . خواسته شده حساب کنیم 

 

 . می سازیم به طوری که حد این دنباله ریشة مورد نظر باشد               nx

 تعیین ریشه ها با دقت مطلوب 3ـ2
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 موجودند به قسمی که  bو  aدر این روش فرض می کنیم که دو عدد 

 پیوسته است  [a,b]در  fتابع  (الف

 f(a) f(b) < 0 (ب

 ( .این ریشه را    می نامیم ) دارد  (a,b)تنها یک ریشه در  f(x)=0معادلة  (ج

 .با مفروضات بالا دنبالة      را چنان می سازیم که                  

 را به دو بخش متساوی تقسیم  [a,b]، بازة  (7ـ2)برای این منظور ، مطابق شکل 

 یعنی ، قرار می دهیم . می کنیم 

 

 به دو بخش         و        [a,b]می گیریم تا  [a,b]به عبارت دیگر ،    را وسط بازة 

 . تقسیم شود         

 nxnxlim
n



2

ba
x1




1x

 b,x1

 1x,a

 (یا روش تنصیف ) روش دو بخشی  4ـ2
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 بخشی که    در آن . ،    در یکی از این دو بخش قرار دارد ( ج)با توجه به شرط 

 قرار دارد ، اختیار و مجددا آن را به دو بخش متساوی تقسیم و نیمة حاوی    را  

 اختیار می کنیم  

 (، بازة         را اختیار می کنیم و قرار می دهیم                   (7ـ2)در شکل ) 

 .       و این عمل را همین طور ادامه می دهیم 







 1x,a

)x(fy 

2x

1x

a

b

2

xa
x 1

2






7ـ2شکل   
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 اما ، در حالت کلی رسم منحنی میسر نیست و می توان برای ادامة کار به طریق 

 :جبری زیر عمل کرد 

 از این رو ، می توان قرار داد      . اگر                  آن گاه ریشه در       است  ـ1

 .تکرار کرد  [a,b]و مجددا عمل را در         

 اگر                  آن گاه ریشه در       است ، لذا ، می توان قرارداد       ـ2

 . تکرار کرد  [a,b]و مجددا عمل را در 

 . اگر                  آن گاه ریشه     است و عمل خاتمه پیدا می کند  ـ3

 البته عملا نمی توان بینهایت  . به این ترتیب دنباله ای چون      ساخته می شود 

 جمله از این دنباله را حساب کرد بلکه باید معیارهایی برای توقف عملیات وجود 

 اینکه جملات دنبالة بالا تا کجا باید حساب شوند و آیا این دنباله . داشته باشد 

 .همگرا است یا نه را بعدا بررسی می کنیم 

 1x,a

 b,x1

0)x(f)a(f 1 

0)x(f)a(f 1 

 nx

1x

1xa 

1xb 

0)x(f)a(f 1 
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 مثال 1ـ4ـ2
 تقریبی از . دارد  (0 ,1-)فقط یک ریشه در  x+cos x = 0می دانیم که معادلة 

 . این ریشه را به روش دو بخشی حساب کنید 

  :حل 

 به نحوة درج اعداد در جدول . ) جدول زیر محاسبات مربوط را نشان می دهد 

 ( .آمده است  6ـ4ـ2توجه کنید ، نمودار جریان این روش در 

   f(b)=1و  a=-1  ،b=0  ،f(a)=-0/46  (2D)د راین مثال ، 

 در هر سطر با توجه به سطر قبل و علامت             تعیین  bو  aتوجه کنید که 

 . a < bمی شود و همواره

)x(f)a(f n
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n a b علامت 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

-1 

 

-1 

 

-0/75 

 

-0/75 

 

-0/75 

 

-0/75 

 

-0/734375 

0 

 

-0/5 

 

-0/5 

 

-0/625 

 

-0/6875 

 

-0/71875 

 

-0/71875 

-0/5 

 

-0/75 

 

-0/625 

 

0/6875 

 

-0/71875 

 

-0/734375 

 

-0/7265625 

 

- 

 

+ 

 

- 

 

- 

 

- 

 

+ 

 

2

ba
xn




)x(f)a(f n
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 مثال   2ـ4ـ2

 . تقریبی از یک ریشة معادلة            را تا سه رقم اعشار درست حساب کنید 

 :حل 
واضح است که ریشه هـای دو معادلـه   . معادلة فوق را به صورت                      می نویسیم 

تغییـر   (0/25,0/27)در بـازة   fدر میابیم کـه   fپس از جدول بند ب مقادیر . یکسان هستند 

جـدول زیـر   . معادله تنها یک ریشه دارد  fعلامت می دهد و با توجه به اکیدا صعودی بودن 

 در ایم جدول ، . تقریبی از ریشه را تا سه رقم اعشار درست به دست می دهد 

a =0/25   ,    f(a) = -0/0288     (4D)                                                          

b = 0/27    ,    f(b) = 0/4662                                                          

1xe3 x 

0ex3)x(f x  
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n a b علامت 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

0/25 

 

0/25 

 

0/255 

 

0/2575 

 

0/2575 

 

0/2575 

 

0/27 

 

0/26 

 

0/26 

 

0/26 

 

0/2588 

 

0/2582 

 

0/26 

 

0/255 

 

0/2575 

 

0/2588 

 

0/2582 

 

0/25785 

 

- 

 

+ 

 

+ 

 

- 

 

- 

 

 

2

ba
xn


 )x(f)a(f n

 .است  0/258از این رو ، ریشه تا سه رقم اعشار برابر 
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   همگرایی روش دوبخشی 3ـ4ـ2

ملاحظه می  ( 7ـ2)شکل ) با توجه به نحوة به دست آمدن    ها به روش دو بخشی داریم 

 ( :  شود 

 

 :  همچنین با توجه به اینکه طول بازة        برابر          است داریم 

 

 تکرار ، نتیجه می شود  nبنابراین ، پس از 

 (9ـ2)

 پس ، . ،              که در نتیجه                 2.  3.  2چون            ، بنابر قضیة 

 

 ،  4ـ3ـ2بنابر قضیة 

nx

2

ab
x1




 1x,a
2

ab 

22
2

ab

2

2

ab

x






nn
2

ab
x0




1
2

1
0 0

2

ab
lim

n
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1
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0xlim n 
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 که نتیجه می دهد 

 

 

یعنی ، دنبالة      که به ایـن روش سـاخته مـی    . بنابراین ، روش دو بخشی همیشه همگراست 

یک کران بالا برای خطای     به دست می ( 9.  2)ضمنا نا مساوی . شود حتما به    همگراست 

بنابر . دهد ، توجه کنید که این کران بالا ، یعنی         ، قبل از محاسبة     قابل محاسبه است 

 این ،         را یک کران خطای پیشین برای        

سرعت همگرایی       به    را نیز می توان پیش بینی کرد، این سرعت ( 9.  2)از . می نامند     

 با توجه به اینکه                      . متناسب با سرعت همگرایی دنبالة       به صفر است 

 : داریم                  

nxlim
n

 nx

n2

ab 

n2

ab 

nx









n2

1

1000210 

3

10
10001/0

2

1 

nx

 nx

nx



wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


تکرار سه رقم به ارقام درست جواب تقریبی اضافه می شود، و این   10بنابر این ، بعد از هر 

نشان می دهد که روش دو بخشی کند است و برای تعیین صفرهای توابعی توصیه می شود که  

 . محاسبة آنها ساده و کم خطا باشد 

در تعیین تقریبی که خطای آن از عدد کوچک معلومی کوچکتر باشد نیز به ( 9.  2)نا مساوی 

 .  کار می رود ، به مثال زیر توجه کنید 

 

 مثال   4ـ4ـ2

تقریبی از ریشة مثبت معادلة                   ، یعنی           ، را به روش دو بخشی حساب 

 کنید که برای آن داشته باشیم  

 

 

2x)x(f 2 2

2

n 10x 
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 و   b-a=1است داریم  (1,2)با توجه به اینکه ریشة معادله در 

 

 

 را چنان پیدا کنیم که   nپس ، کافی است 

 

 

پس باید تا     حساب کنیم ، جدول . است  7که در نا مساوی بالا صدق می کند  nاولین 

 . به همین منظور تنظیم شده است ( 8ـ2)

                                                   

                                                        ( a=1 , f(a)=-1 , b=2 , f(b)=2 ) 

nnn
2

1

2

ab
x 




2

n
10

2

1 

7x
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n a b علامت 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

1 

 

1 

 

1/25 

 

1/375 

 

1/375 

 

1/40625 

 

1/40625 

2 

 

1/5 

 

1/5 

 

1/5 

 

1/4375 

 

1/4375 

 

1/421875 

 

1/5 

 

1/25 

 

1/375 

 

1/4375 

 

1/40625 

 

1/421875 

 

1/4140625 

 

- 

 

+ 

 

+ 

 

- 

 

+ 

 

- 

 

2

ba
xn


 )x(f)a(f n

 (  8ـ2)جدول 
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 معیارهای توقف 5ـ4ـ2

برای توقف محاسبة    ها ، نه فقط در روش دو بخشی بلکه در روشهایی که بعدا هم معرفی  

 .خواهند شد ، معیارهایی وجود دارد که در این قسمت بررسی می کنیم

 اگر    عدد مفروض و کوچکی باشد ،    ها را تا جایی حساب می کنیم که        (الف

دلیل این است که           . یعنی ، به محض اینکه           عملیات را متوقف می کنیم .            

 حال اگر        خیلی کوچک باشد مثلا ، کوچکتر از      ، اکثرا 

 .  می توان نتیجه گرفت که     خیلی به     نزدیک است 

به عبارت . اگر                عملیات را متوقف و    را به عنوان تقریبی از     می پذیریم  (ب

. دیگر ، وقتی اختلاف دو تقریب متوالی بسیار کوچک باشد ادامة روش معقول به نظر نمی آید 

اگر    بسیار بزرگ یا بسیار کوچک باشد عملیات را وقتی متوقف می کنند که               ، در 

 .  واقع تا حدودی خطای نسبی        از     کوچکتر قرار می گیرد 

nx



nx

)x(f n
)x(f n
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 گاهی خواسته می شود عملیات را وقتی متوقف کنیم که خطای مطلق     از   (ج

(  9.  2)چون مقدار    معلوم نیست از نامساوی . کوچکتر باشد یعنی ، وقتی که             

 ( : را نیز ملاحظه کنید  4ـ4ـ2مثال ) استفاده می کنیم و قرار می دهیم 

        (2  .10  ) 

 

 که از آن نتیجه می شود  

 

از ) را کوچکترین عدد طبیعی اختیار می کنیم که در نا مساوی زیر صدق کند  nسپس 

 ( .  لگاریتم بگیرید  2طرفین نامساوی بالا در مبنای 
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.   2)در این صورت ، اگر     را حساب کنیم خطای مطلق آن از    کوچکتر خواهد بود زیرا  از 

 :داریم  (10.  2)و  (9

 

 

 که نتیجه می دهد ، 

 

 

    ، عملیات متوقف و         (  معلوم است m) تکرار  mگاهی خواسته می شود که پس از  (د

 . به عنوان تقریبی از     پذیرفته شود  

nx





nn

2

ab
x

mx

nx

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 تبصره 5ـ4ـ2

 مثلا در دقت معمولی ، . توجه کنید که    را نباید خیلی کوچک اختیار کرد   

 اگر    را کوچکتر از      اختیار کنیم ممکن است نا مساوی های             یا

را بـا  ( ب)یا ( الف)از این رو ، بهتر است تلفیقی از معیار . هرگز برقرار نشوند                   

 مثلا ، عملیات را وقتی متوقف می کنیم که  . در نظر گرفت ( د)معیار 

 

 و یا 

 

 . دو عدد مفروض هستند  mکه در آن    و 



710)x(f n


mn 
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در   fاگـر  . روش نابجایی بسیار قدیمی است و مصریان قدیم آن را مورداستفاده قـرار داده انـد  

[a,b]  پیوسته باشد وf(a) f(b) < 0  و معادلةf(x)=0   تنها یک ریشـه در(a , b)    داشـته باشـد

 : برای تعیین تقریبی از این ریشه ، که آن را    می نامیم ، چنین استدلال می شود 

را  Bو  Aیک خط مستقیم نیست امـا اگـر    Bو  Aبین دو نقطة  y=f(x)گرچه منحنی نمایش 

 ،    با یک خط مستقیم به هم وصل کنیم محل تلاقی آن با محور       

 بعد    ،    ( .  9ـ2شکل ) نقطه ای به طول    را می دهد که تقریبی از    است 

 .را به همین ترتیب ، مطابق شکل ، به دست می آوریم ... و

 



oxx

1x2x3x 

 روش نابجایی 5ـ2
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 9ـ2شکل 

را می نویسیم و آن را با محور         ABخط  Bو  Aبرای تعیین مقدار    برحسب مختصات 

 . قطع می دهیم 

 :  ABمعادلة خط 

a 

)a(f

a
A

4x
2x 1x

c

b
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b
B
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نقطة تلاقی این خط را با محور       نقطه ای به مختصـات       مـی گیـریم در نتیجـه بایـد      

 داشته باشیم  

 

 که پس از ساده کردن ، فرمول روش نابه جایی به دست می آید 

(2  .11)  

 :برای تعیین    ، تقریبا مشابه روش دو بخشی ، سه حالت زیر را در نظر می گیریم 

قـرار مـی    bبـه جـای    (11.  2)لذا ، در فرمول . اگر                 آنگاه ریشه در        است  ـ1

بـه  . و     را حساب می کنیم ( نابجاست  bو    ، نقطة  bو  aبه عبارتی از سه نقطة ( دهیم    

 عبارت دیگر 

oxx)0,x( 1

ab

)a(f)b(f

ax

)a(f0

1 








)a(f)b(f
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 اگر               ریشه در        است و    از فرمول زیر حساب می شود  ـ2

 

 

 . اگر                  ریشه    است و مسئله حل شده است  ـ3

به این ترتیب باز هم دنباله ای از اعداد حاصل می شود که چون در بازه هایی قرار دارنـد کـه   

نمودار جریان این روش ، با معیـار توقـف              .طول آنها مرتبا کوچک می شود همیشه همگراست 

 ، دقیقا مانند نمودار جریان روش دو بخشی است

 است که چنین است   xتنها تفاوت فرمول مربوط به محاسبة ( را ملاحظه می کنید  6ـ4ـ2) 
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 مثال 1ـ5ـ2

قرار دارد ، به روش نابجایی ، تا سه   (0/27 , 0/25)تقریبی از ریشة معادلة             را که در 

 .رقم اعشار درست حساب کنید 

عملیات تا چهار رقم اعشار  ) پس از نوشتن معادله بالا به شکل                          داریم 

 ( :  گرد شده اند 

 

 است و  (0/2577 , 0/25)چون ،                    ریشه در 

 

 

 .است  0/258بنابر این ، ریشه تا سه رقم اعشار درست برابر 

1xe3 x 

0ex3)x(f x  

2577/0
)0288/0(0466/0

)0288/0(27/00466/025/0
x1 






0003/0)x(f 1 

)0288/0(0003/0

)0288/0(2577/00003/025/0
x2
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 مثال 2ـ5ـ2
برای تعیین تقریبی از ریشة مثبت معادلة                      دو تکرار از روش جابجایی را انجام 

 .دهید 

   f(a) = -1    ,       f(b) =2:                             داریم  b =2و  a =1با انتخاب 

 و

 

 بنابر این ،. چون ،                ریشه در          است 

 

 

کدام تقریب بهتر .به دست آوردیم مقایسه کنید  2ـ4ـ2مقدار    را با مقدار نظیر آن که د رمثال 

 ( حتما می دانید که                          )است ؟ 

02x)x(f 2 

3

4

)1(2

)1(221
x1 
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9

2
2
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   خصوصیات روش نا به جایی 3ـ5ـ2

همانند روش دو بخشی ، همگراییِ تضمین شده دارد و عموما سریعتر از   روش نا به جایی ،

البته ، عملیات این روش بیش از  . روش دو بخشی است و جایگزین خوبی برای آن است 

اما ، اگر    ها جملگی در یک طرف ریشه باشند ( . دو برابر و نیم ) روش دو بخشی است 

 همگرایی می تواند حتی کند تر از روش دو بخشی باشد

 ( .را ببینید ( 10ـ2)شکل ) 
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   به روش هندسی{xn}تعیین جملات  2ـ6ـ2

 : طول محل تلاقی منحنی های زیر است  x=g(x)اولا ریشة 









)X(gy

xy

2

1

A
B

C
o

xy1 

)X(gy2 


0x 1x 2x

y

x

13ـ2شکل   
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خطی  Aبنابر این ، اگر  از . است ( یا     )همان        oxتا محور  Aاگر    معلوم باشد فاصلة 

قطـع   Bرا در ( یعنی نیمساز ربـع اول و سـوم   ) بکشیم تا منحنی           oxموازی با محور 

 COB، زیـرا زاویـة    BC=OCازطـرف دیگـر ،   . نیـز        اسـت    oxتا محور  Bکند ، فاصلة 

 پس ، . مساوی     است 

 

 ( .به شکل توجه کنید ) به همین ترتیب    به دست می آید 

 .و     و همگرایی یا واگرایی      را نشان می دهند  g(x)شکل های ارئه شده حالات مختلف 

0x)x(g 01x

xy1 

)x(g 0

45

10 x)x(gBCOC 
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)X(gy 

0x x

 (الف)شکل 

)x,x( 10
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 (ب)شکل 

)X(gy 

0x x

)x,x( 10
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)X(gy 

0x x

 (ج)شکل 

)x,x( 10

)x,x( 11
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)X(gy 

0x x

 (د)شکل 

و  ( ج)همگرایی و  شکل های ( ب)و ( الف)شکل های 

 .واگرایی دنبالة       را نشان می دهند ( د) nx
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  همگرایی روش تکرار ساده 3ـ6ـ2

و مقدار اولیة    که به ازای آن ها      همگرا باشد مستلزم قضیة   g(x)تعیین خصوصیات تابع 

 .زیر است 

 قضیه 4ـ6ـ2
 هست که   (a,b)مشتق داشته باشد   ی از  (a,b)و در هر نقطة [a,b]تابعی بر fاگر 

 

 با استفاده از قضیة بالا ، ابتدا به ذکر این مطلب می پردازیم که چون 

 

 

 ،        4ـ6ـ2بنابر قضیة 

 nx
0x



).ab)((f)a(f)b(f 

)(g),x(gx n1n 
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 بنابر این ، . که در آن     بین     و    است 

 

 

 شرط کافی برای اینکه                    آن است که جملات دنبالة 

 یعنی ، وقتی که همواره  . مرتبا کوچک شوند 

 

 اما چون جای     مشخص نیست عملی تر است که شرط بالا را با شرط  

 

 . در یک همسایگی جایگزین کنیم 

 

 .دو قضیة بعد همه چیز را با استدلال روشن می کنند 

nnx

 nn1n x)(gx

0xn 
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 قضیه 5ـ6ـ2
 باشد و در این بازه  [a,b]به توی  [a,b]تابعی بر  gاگر 

(2  .14)  

 .است  [a,b]تنها یک ریشه دارد ، که متعلق به  x = g(x)آن گاه معادلة 

 

 قضیه 6ـ6ـ2

 دنبالة      با شرط  [a,b]، به ازای هر    از  5ـ6ـ2با شرایط قضیة 

 

 .همگراست  x = g(x)به تنها جواب 

)x(gx n1n 
 nx
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را روشن می کنند و نشان می دهنـد   Lو تعیین  gمثال های زیر نحوة تشخیص مناسب بودن 

 .که چگونه می توان قبل از محاسبة جملات      سرعت همگرایی آن را پیش بینی کرد 

 مثال 7ـ6ـ2

قـرار دارد ، بـه روش    I=[0/5 , 1]برای تعیین ریشة مثبت معادلة                     که در بـازة  

مناسب بودن یـا  ( . ملاحظه شود 1ـ6ـ2مثال )های زیر را انتخاب می کنیم  g(x)تکرار ساده ، 

 . نبودن هریک و بازه ای که    می تواند از آن انتخاب شود را تعیین کنید 

01xx2 

 nx
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   ( الف

 واضح است که                    اگر         آنگاه 

 

 .باشد      واگراست  Iبنابراین ، بهتر است از       استفاده نکنیم ، د رواقع    هر عضو 

 (   ب

 چون                       داریم  

 آیا        مناسب نیست ؟. باشد          می تواند بسیار بزرگ باشد  1نزدیک  xو اگر 

پس بایدهمسایگی    کمی  . نشان می دهد که       و          مناسب هستند (12.2)جدول

 . تنگ تراختیار شود 

2
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 (تحقیق کنید ) شود که  به تحقیق معلوم می

 

 حال سعی می کنیم ثابت کنیم اگر                  آن گاه 

 

 

این روش را برای همیشه الگو قرار دهید ) برای این منظور نا مساوی های زیر را می نویسیم 

) 

 

 

 

  

]7/0,51/0[

7/0x51/0 

1L
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1
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به توی همین بازه است  [0/51,0/7]از نا مساوی های اخیر معلوم می شود که         تابعی بر 

 و نیز . 

 

نزدیک عدد یک اسـت همگرایـی    Lاما ، چون . پس         مناسب است .  L= 0/91بنابراین ، 

 ( .مؤید این پیشگویی است  (12.  2)جدول . ) کند است 

ضمنا ، علت اینکه        برای        و          دنباله ای واگرا تولید می کند آن است کـه ایـن   

 .نیستند  (0/51,0/7)دو مقدار اولیه در 

 (ج

 د راین حالت ،                    و اگر   
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هـم ، یعنـی         بـه صـفر نزدیکتـر       Lمشاهده می شود که نه فقط        مناسب است بلکه 

ضـمنا اگـر                   . است تا به یک ، در نتیجه انتظـار مـی رود کـه همگرایـی      نسـبتا تنـد باشـد        

 نتیجه می شود 

 

 

 :                                 بنابر این با توجه به اینکه           و               ، داریم 

 .بتوی همین بازه است  [0/51,0/7]یعنی ،      تابعی بر 
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 مثال 8ـ6ـ2
 . ـ برای تعیین تقریبی از ریشة معادلة               از روش تکرار ساده استفاده کنید1

 .معادله را به شکل              می نویسیم و قرار می دهیم                :حل 

 (0,1)بتـوی   (0,1)تابعی بـر   gقرار دارد و  (0,1)به سادگی معلوم است که ریشة معادلة بالا در 

 در ضمن  . است 

 

 و اگر             داریم 

 

 در نتیجه ، دنبالة     . مناسب است  g(x)در اینجا         که کوچکتر از یک است و 

 .همگراست  (0,1)به ازای هر     از 
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 با استفاده از           و رابطة  

 

 جملات دنبالة        به قرار زیر هستند

                                                                ( 4 D ) 

                                                                       ( 4 D )                      

                                                                       ( 4 D )   

                                                                       ( 4 D )          

                                                                       ( 4 D ) 

                                                                       ( 4 D ) 

                                                                       ( 4 D ) 

                                                                       ( 4 D )             
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 اگر                 را به ازای       . است  0/2576لذا ، جواب تا چهار رقم اعشار درست 

 .نتیجه                    خواهد شد که عددی کوچک است . حساب کنید     

، بـه روش تکـرار سـاده ، چنـان حسـب کنیـد کـه                           x+cos x=0تقریبـی از ریشـة معادلـة    ـ 2

. 

 قرار می دهیم 

                           x=-cos x =g(x)     

با توجه به این که تابع کسینوس بر . قرار دارد  [1,0-]در  x+cos xمی دانیم که ریشة معادلة 

 این بازه صعودی است داریم 
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 بنابراین ، 

 همچنین داریم                و. یعنی ،                  

 

صـعودی اسـت    [0,1]پس اگر          ، با توجه به این که               و تابع سینوس بـر بـازة   

 داریم  

 

 :با فرض                داریم . مناسب است ، ولی همگرایی کند است  g(x)پس ، 
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اما ، . تا کنون برای آهنگ همگرایی یک دنباله از کلمات کند و تند یا سریع استفاده کرده ایم 

به راستی معیاری برای سرعت میل کردن جملات یک دنباله وجـود دارد ؟ در اینجـا معیـاری    

که توسـط آن نـه فقـط انـدازه ای بـرای سـرعت       . موسوم به مرتبة همگرایی تعریف می کنیم 

همگرایی به دست می آید بلکه توشط آن می توان سرعت همگرایـی دنبالـه هـای متفـاوت را     

 . باهم مقایسه کرد و در نتیجه دو روش را از این نظر مورد مقایسه قرار داد 

 

 مرتبة همگرایی یک دنباله 7ـ2
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 تعریف 1ـ7ـ2

چنان باشند  Cو  pفرض کنید دنبالة      به عدد    همگرا باشد و اعداد ثابت ، حقیقی و مثبت 

 که  

 

گاهی گفته می شود که روشی که       . را مرتبة همگرایی دنبالة       به    نامند  pدر این صورت ، 

 . است  pها از آن به دست می آیند از مرتبة 

 . بزرگتر باشد سرعت همگرایی بیشتر است  pبه راحتی می توان مشاهده کرد که هرچه 

   قضیه 2ـ7ـ2

اسـت همگـرا    x=g(x)اگر      از روش تکرار ساده به دست آمده باشد ، و به عدد    کـه ریشـة   

 .باشد ، و               آن گاه مرتبة همگرایی       یک است 

 nx

0)a(g 
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 قضیه 3ـ7ـ2

 .در صورتی که             مرتبة همگرایی حداقل دو است 

 

 تعبیر عددی مرتبة همگرایی 4ـ7ـ2

 های نسبتا بزرگ ،  nاگر مرتبة همگرایی       مساوی دو باشد ، داریم ، برای 

 

در این . حدود عدد یک باشد  cفرض کنید . عددی ثابت و مخالف صفر است  cکه در آن 

 خواهد بود و بعد  0/01باشد            حدود  0/1صورت ، اگر          حدود 

به عبارت دیگر ، ارقام اعشار  . و بالاخره          حدود        خواهد بود  0/0001حدود            

 . درست      در هر مرحله تقریبا دو برابر مرحلة قبل می شود 

0)(g 
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برای به کار بردن . این روش یکی از سریعترین روش هایی است که تا کنون بررسی کرده ایم 

از این رو ، این روش  . این روش باید تخمین نسبتا نزدیکی از ریشة مورد نظر در دست باشد 

لیشتر برای تصحیح تقریب های نا دقیقی که از روش های دیگر به دست آمده است به کار می  

نشان داده خواهد شد ، حالت خاصی از روش تکرار   4ـ8ـ2این روش ، همان طور که در . رود 

ساده است و تعمیم آن برای تعیین تقریبی از جواب های یک دستگاه معادلات غیر خطی ساده 

 .  از این به بعد روش نیوتن ـ رفسن را به طور خلاصه روش نیوتن می نامیم . است 

 روش نیوتن ـ رَفسُن 8ـ2
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   فرمول تکرار روش نیوتن 1ـ8ـ2

فرمول روش نیوتن را می توان به دو طریق به دست آورد که در زیر به شرح آن ها می  

 .  پردازیم 

 طریقة اول

در این  . در این روش از روش هندسی بدست آمدن جملات روش نیوتن استفاده می شود 

مماس       به طول         y=g(x)واقع بر منحنی  Aروش اگر    تقریبی از    باشد ، از نقطة 

بر این منحنی رسم می کنیم و محل تلاقی آن را با محور طول ها     می نامیم ، شکل  

 .  (14ـ2)

 .  بعد این عمل را تکرار می کنیم تا به تقریب مطلوب برسیم 

1x
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 14ـ2شکل 

را در  y=f(x)اگر     معلوم باشد ، برای به دست آوردن    باید معادلة خط مماس بـر منحنـی   

ضریب زاویة این خط        . نقطة              بنویسیم و محل تلاقی آن را با محور       تعیین کنیم 

 بنابراین ،. است 

 معادلة خط مماس                  

  پس ،. محل تلاقی این خط با محور طول ها را          می گیریم 
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 که اگر               ، نتیجه می دهد
               

        * 
 

 :پس به طور کلی می توان نوشت
 
 
 

 .فرمول بالا فرمول تکرار روش نیوتن است 

)xx)(x(f)x(f0 0100 

0)x(f 0 

)x(f

)x(f
xx

0

0
01




)x(f
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xx

n
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 طریقه دوم

 اختلاف آنها باشد، hدر این طریقه فرض می کنیم     تقریبی نزدیک به    و 

 یعنی
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 با . را به دست آوریم آن را به    اضافه می کنیم و به    می رسیم  hاگر بتوانیم 

 :استفاده از بسط تیلور ، داریم

 

 

 از این رو ، . کوچک است   h با توجه به فرض ،. که در آن    بین     و     است 

 می توان از آخرین جمله بسط فوق صرفنظر کرد ، یعنی

 

 پس،
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 لذا اگر             را به     اضافه کنیم تقریبی از    به دست می آید که آن را    
 

 .است )*(یعنی،                        که همان فرمول .می نامیم 

)x(f

)x(f

0

0


0x1x
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xx
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0
01




 مثال 2-8-2

1- a عددی مثبت است و مطلوب است محاسبه تقریبی از      به روش نیوتن واضح 

 که      ریشة مثبت معادلة زیر است  است 

 

 : بنابر این ،             و فرمول نیوتن چنین است 

a
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که از نظر محاسبه راحت تر به کار می رود ) این فرمول را می توان به صورت زیر نیز نوشت 

) 

 

 

 .این فرمول را یونانیان قدیم نیز می شناخته و از آن استفاده می کرده اند  
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و        اعداد زیر ، که تقریب هایی از    هستند ، به دست می   a = 2به عنوان مثال اگر 

 .آیند 

 

 

 

 
 .را با تقریب اولیة            حساب کنید  x + cos x = 0تقریبی از ریشة معادلة  ـ2

 با توجه به این که  

 

 داریم  
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 و فرمول نیوتن چنین خواهد بود  

 

 

رادیان   (MODE)توجه کنید که ماشین حساب در وضعیت ) جملات دنبالة      به قرار زیرند 

 ( .باشد 

 

 

 لازم به ذکر است که  

 

 .که عدد بسیار کوچکی است و مؤید این که     بسیار دقیق است 

n

nn
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xsin1

xcosx
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  همگرایی روش نیوتن 3ـ8ـ2

 را به صورت  f(x) = 0روش نیوتن حالت خاصی از روش تکرار ساده است ، زیرا اگر معادلة 

 

 یعنی ،. بنویسیم و            آن گاه    در معادلة قبلی بالا هم صدق می کند 

(2  .23) 

 

 ( .امتحان کنید ) و فرمول نیوتن عبارت است از ،                   

بنابر این ، برای بحث در همگرایی روش نیوتن ، باید شرایط برقراری روش تکرار سـاده را بـا   

g(x)  فرض ) برای این منظور       را حساب می کنیم . بررسی کنیم  (23.  2)تعریف شده در

 ( .مشتق دوم پیوسته دارد  fمی کنیم تابع 

)x(f

)x(f
xx
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 (یعنی ،    را ریشة ساده فرض می کنیم ) حال فرض می کنیم که 

(2  .24) 

 در این صورت ، 

 

چون         پیوسته است پس به ازای هر    ، یک همسایگی از    هست به قسمی که به ازای 

 از این همسایگی   xهر 

 

 

 
   22

2
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برقـرار اسـت و اگـر         4ـ6ـ2بنابر این ، اگر    را عددی کوچکتر از یک فرض کنبم شرط قضیة 

بـه  . از این همسایگی اختیار شود دنبالة       که از روش نیوتن حاصل می شـود همگراسـت   

 ، مرتبة همگرایی  3ـ7ـ2علاوه ، چون           ، بنابر قضیة 

 . حداقل دو است        

 در اینجا . ، اگر            مرتبة همگرایی دقیقا دو است  3ـ7ـ2ضمنا با توجه به قضیة 

 

 ( تحقیق کنید ) 

، اگر                   آن گـاه مرتبـة همگرایـی روش نیـوتن دو      (24.  2)بنابر این ، با توجه به 

 .است 
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  خصوصیات روش نیوتن 4ـ8ـ2

 اشکال اساسی روش نیوتن آن است که ، آن همسایگی که در آن              ، (الف

ممکن است بسیار کوچک باشد ، به عبارت دیگر    باید بسیار نزدیک بـه    باشـد تـا جمـلات     

شکل های زیر واگرایی روش نیـوتن و نوسـان   . دنبالة حاصل از روش نیوتن به    همگرا باشند 

برای رفع این مشـکل ابتـدا ، بـه وسـیلة یکـی از روش هـای       . بین دو نقطه را نشان می دهند 

همیشه همگرا ، تقریبی نزدیک به    به دست می آورند و بعد این تقریب را     می گیرنـد و از  

 .روش نیوتن استفاده می کنند 
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15ـ2شکل   

y=f(x
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 اشکال دوم روش نیوتن لزوم موجود بودن          و محاسبه آن در نقاط ( ب   

 مشتق ندارد ، که در نتیجه f گاهی تابع. است و این که همواره                   

 امکان استفاده از فرمول نیوتن نخواهد بود ، ویا شکل            و محاسبه آن  

 .بررسی می کنیم 10-2پیچیده است رفع این مشکل را در 

 مزیت عمده روش نیوتن ، در صورت همگرایی ،سرعت سریع آن است که ( ج   
 

 .جذابیت و کاربرد آن را فزونی بخشیده است
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   فرمول روش وتری 1ـ10ـ2

 می دانیم که  

 

 مقداری نزدیک به    باشد ، مثلا       ، آن گاه  xبنابر این ، اگر 

(2  .31) 

 

استفاده می کنیم و به دست می   (31.  2) رابطةاز این رو ، در فرمول نیوتن به جای         از 

 :آوریم 
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 (یا خط قاطع ) روش وتری  10ـ2
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 و یا 

(2  .32)    

 : را ساده کنیم حاصل می شود  (32.  2)اگر فرمول 

(2  .33) 

 

 برای محاسبة جملات دنبالة. فرمول روش وتری است  (33.  2)یا  (32.  2)فرمول 

بقیة    ها را  (32.  2)به روش وتری نیاز به دو مقدار اولیة     و      داریم و باید از فرمول       

 .از نظر محاسباتی ناپایدار است  (33.  2)حساب کنیم ، زیرا فرمول 

علت این که این روش را روش وتری نامیده ایم آن است که       از محل برخورد خطـی کـه   

 نقاط 
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 .  (17ـ2)حاصل می شود ، شکل  xرا به هم وصل می کند ، با محور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 17ـ2شکل 
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 ABمـثلا اگـر خـط    . نشان می دهد که روش وتری ممکن اسن همگرا نباشـد   17ـ2شکل 

باشد و یا آن را در دور دست قطع کند ، جایی که احتمـالا جـزء حـوزة     xموازی محور 

ثابت می شود که اگـر  . نیست ،         یا قابل محاسبه نیست و یا مفید نیست  fتعریف 

بـه دسـت مـی آیـد ، همگـرا باشـد ، همگرایـی آن از مرتبـة                                  (32ـ2)دنبالة      ، که از 

بنابر این ، این روش سرعتی کمتر از نیوتن ولی به مراتب سریع تر از دو بخشـی  . است 

 .و نابه جایی دارد 

 

618/1
2

15
p 




 nx

1nx 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 مقدمه

 تعیین ریشه های یک معادله چند جمله ای به صورت

 که در آن 

 

 حل مسائل زیادی منجر به پیدا کردن . از دیر باز مورد توجه بوده است 

 مثلاًتعیین مقادیر ویژه . ریشه های یک معادله چند جمله ای می شود 

 یک ماتریس مربع ، بیان جمله عمومی دنباله هایی که به طور بازگشتی 

 ...    تعریف می شوند
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 برای این منــظور . در این فصل مقدمات اجرای روش نیوتن را فراهم می کنیم 
 دلخواه توضیح خواهیم داد  xمحاسبه یک چند جمله ای و مشتق آن را به ازای 

 و روش های خواص چند جمله ای ها را برای تعیین حدود و تعداد ریشــه های
 .  حقیقی آن شرح می دهیم 

 ارائه نمونه ای از مسائل کاربردی که حل آن منجر به حل یک معادله 1.

 .چند جمله ای می شود

 *ارائه روابط بین ریشه ها و ضرایب معادله 2.

 *تعیین حدود و تعداد ریشه های حقیقی 3.

  x = aو       به ازای P(x)محاسبه 4.

 با دقت مطلوب  *تعیین ریشه های حقیقی معادله 5.

 هدفهای کلی

)x(P
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 هدفهای رفتاری

 :دانشجو پس از مطالعه این فصل باید بتواند 

 .در صورت لزوم از روابط بین ضرایب و ریشه ها استفاده کند1.

 .حدود و تعداد ریشه های حقیقی یک معادله چند جمله ای راتعیین کند2.

 .دلخواه حساب کند xمقدار یک چند جمله ای و مشتق آن را به ازای 3.

 .ریشه های حقیقی یک معادله چند جمله ای را با دقت مطلوب حساب کند4.
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 یک مسئله کاربردی 3-1

 در آب قرار 0/6و وزن مخصوص  r فرض کنید جسمی کروی به شعا ع

 .دارد
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 r ، را بر حسبhمی خواهیم ارتفاع قسمتی از کره که در آب قرار دارد، یعنی 

 طبق قانون ارشمیدس باید داشته باشیم . به دست آوریم

  وزن کره=وزن آب جابجا شده                             

 

 .اما، وزن آب جابجا شده برابر حجم قسمتی از جسم است که در آب قرار دارد 

 yبرای محاسبه این حجم اگر قطعه نشات داده شده را در شکل زیرحول محور 

 : دوران دهیم،خواهیم داشت 
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 که در نتیجه،
 حجم قسمت قرار گرفته در آب = 
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 و ضمناً وزن کره برابر است با 

3r
3

4
6/0 

 پس باید داشته باشیم 

  332 r
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 مستلزم تعیین ریشه ای از معادله بالاست که بین r به  hبنابراین ، تعین نسبت 

r2h0 (.زیرا                که در نتیجه               .) قرار دارد 2و  0 2R0 

 که پس از ساده کردن و با فرض               به صورت زیر در می آید 
2

h
R 

04.2R3R 23 
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 روابط بین ریشه ها وضرایب یک معادله چند جمله ای  3-2

 عبارت است از nبه طور کلی یک معادله چند جمله ای درجه 

           * 

 که در آن                        چون درعمل بیشتر با معادلاتی که ضرایب آنها 

 .  حقیقی است مواجه می شویم فرض می کنیم که همواره    حقیقی است
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 عبارت است از *جواب  n = 1اگر 
 
 
 

 از این رو ، فرض می کنیم           ضمناً اگر          داریم
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 به علاوه ، اگر          و.  z = 0که در نتیجه 
 
 

 داریم
 
 
 

 خواهد بود و کافی است بقیه ریشه ها را از Kریشه تکراری مرتبه   z = 0یعنی 
 معادله 

 
 

 پس به طور کلی فرض می کنیم که در . به دست آوریم که در آن            
 داریم* معادله 
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 قضیه  3-2-1

 است و اگر ریشه های آن را ( حقیقی یا موهومی )ریشه  nدارای * معادله 

 بنامیم داریم                   

          ** 

 .این قضیه در جبر ثابت می شود

 ریشه ها را می توان به ترتیب زیر مرتب کرد، که با تو جه به    

 

 

 این روابط از برابری)به علاوه ، روابط زیر بین ضرایب و ریشه ها بر قرارند 

 (:به دست می آیند **ضرایب                  در دو طرف 
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 مثال3-2-2
 

 عبارت اند از P(z)=0اگر                         آنگاه ریشه های 
 

 واز اینجا ، بنا بر تعریف 

2z3z2)z(P 2 
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 قضیه  3-2-3

 .باشد       ریشه معادله زیر است nریشه معادله چند جمله ای در جه  zاگر 

0aza...zaza)z(Q n1n

1n

1

n

0  



z

1

 مثال 3-2-4

 .ریشه های دسته معادلات زیر را حساب کنید
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 :حل
 بنابراین،. یک معادله درجه دوم است  P(z) = 0معادله 

 
 

 بنابراین ،                  و                     که در آن 
 

 :عبارت اند از Q(z)ریشه های  Q(z)و  P(z)با توجه به ارتباط بین ضرایب 

1011z 

i31z1 i31z2 1i2 
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i31

i31
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i31
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 قضیه  3-2-5

 باشد      ، یعنی nیک ریشه مختلط معادله چند جمله ای در جه  zاگر 

 .است n، نیز ریشه معادله چند جمله ای درجه  zمزدوج 

z
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 قضیه  3-2-6

 .حداقل یک ریشه حقیقی دارد P(z) = 0فرد باشد معادله  P(z)اگر درجه 

 قضیه  3-2-7

 .است P(-z) = 0ریشه  z–باشد  P(z) =0ریشه  zاگر 

 قضیه  3-2-8

 موجود باشند یعنی zتنها توانهای زوج  P(z)اگر در چند جمله ای 

 

 

 توجه کنید که ) عداد ریشه های حقیقی معادله چند جمله ای عددی زوج است 

 (.ریشه حقیقی وجود نداشته باشد

0

2
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2k2

2k2
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  قضیه 3-2-9

 صحیح و نسبت به هم اول اند، ریشه معادله  sو  rاگر           ، که درآن 

 

 

 .باشد و                        جملگی اعداد صحیح باشند آنگاه        و        

 

 ، در صورت وجود ، P(x)=0به ویژه اگر           آنگاه ریشه های حقیقی 

 .صحیح هستند

s

r
a 

01

1n

1n

n

n axa...xaxa)x(P  



011nn a,a,...,a,a 0ar
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 قاعده علامات دکارت 3-2-10

 تغییر علامات در جملات متوالی mاگر 

 .عددی زوج است m-kباشد آنگاه           و  P(z)=0تعداد ریشه هی معادله   kو 

011nn a,a,...,a,a 

mk 

 نتیجه 3-2-11

 تعداد ریشه های منفی  sو  P(-z)تعداد تغییر علامت در جملات ضرایب  lاگر 

P(z) =0  باشد ، در این صورت        وl- s  عددی زوج است. ls 
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 مثال3-2-12

 تعداد ریشه های حقیقی معادله 

 

 .را، در صورت امکان ، به قاعده علامات دکارت تعیین کنید

0z10zz)z(P 23 

 :حل

 است ازاین رو ، این معادله دارای 2برابر  P(z)تعدا تغییر علامت در ضرایب 

 همچنین . ریشه مثبت است  0یا  2

 یعنی معادله حتماً دارای یک. که تعداد تغییر علامت ضرایب آن یک است 

 ریشه منفی است ولی در مورد ریشه های مثبت آن ، قاعده علامات دکارت

 ! نتیجه ای به دست نمی دهد

4z10zz)z(P 23 
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 P(z) = 0تعیین حدود ریشه های  3-3

 در فصل دوم مشاهده شد که برای تعیین ریشه های یک معادله لازم است 

 در این. حدود ریشه ها و گاهی تقریب خوبی از آنها به گونه ای معین شود

 قسمت مشاهده خواهید کرد که ریشه های معادله چند جمله ای محدود 

 .هستند و به سادگی کران بالا و پایین برای آنها به دست می آید 
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 قضیه  3-3-1

 ریشه معادله  zاگر 

 

ia آنگاه(ها حقیقی هستند)    باشد 

0aza...zaz)z(P 01

1n

1n

n  



M1a...aaz 1n10  

 نتیجه 3-3-2

 باشد nریشه دلخواهی از معادله چند جمله ای درجه  z اگر

 

 که در آن
na

M
z
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wWw.it98.ir

w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 قضیه  3-3-3

 حقیقی و ریشه ها  nاگر تمام ریشه های معادله چند جمله ای درجه

 باشند به طوری که

 

 آنگاه

 

 

 و

1n z,...,z

n1 z...z0 

R
a

a
2

a

a
z

n

2n

2

n

1n
n
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 نتیجه 3-3-4

 حقیقی باشند nاگر تمام ریشه های معادله چند جمله ای درجه 

 

 . محدودند r و Rبه  nیعنی ، مربع ریشه های چند جمله ای درجه 

n,...,3,2,1i,Rzr i
2 

 نتیجه 3-3-5

 حتماً ریشه مختلط  P(z)=0منفی باشد معادله  rو Rچنان بیاشد که  P(z)اگر 

 ریشه مخــــتلط  P(z) = 0به عبارت دیگر ، شرط لازم برای آنکه معادله . دارد

 .هردو مثبت باشند، ولی این شرط کافی نیست rو  Rنداشته باشد آن است که 

Rr .ولی          معادله حتماً ریشه مختلط دارد  Rو r > 0همچنین اگر  
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 مثال 3-3-6

 می دانیم که معادله                            فقط ریشه های حقیقی دارد (الف     

 .حدود ریشه ها را تعیین کنید

04x8x5x 23 

 :حل

  3-3-3بنابر قضیه 

 

 

 بنابراین،

,9825R 2 
3

2

4

5
2

4

8

1
r
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 برای عدم وجود ریشه مختلط برای معادله  rو  R > 0نشان دهید که شرط  (ب  

 .کافی نیست nچند جمله ای درجه 

 :حل
 عبارت اند از r و Rمعادله                      را در نظر می گیریم ، مقادیر 

,0142)3(R 2 
016

2

1

16

9

1

4

1
2

4

3

1
r

2
















 اما ریشه های مذکور عبارت اند از Rو  r >0همان گونه که مشاهده می شود 
 
 
 

 .هر دو مثبت هستند معادله ریشه مختلط دارد  R و rیعنی ، با وجود اینکه 

,
2

7i3
z1
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z = a )z(Pو         به ازای  P(z)محاسبه  3-4

 باشد از طریق معمولی ، یعنی محاسبه z = aبه ازای  P(z)اگر منظور محاسبه 

 و بعد جمع کردن آنها ، باید             ضرب P(z)تک تک جملات موجود در 

 (چگونه؟.ضرب انجام داد nمثلاً برای محاسبه         باید .)جمع انجام دهیم nو 

 جمع نیازمند و با طبیعت  nضرب و  nدر ادامه روشی ارائه می کنیم که فقط به 

 . کامپیوتر به عنوان وسیله ای سریع برای انجام کارهای تکراری سازگار است

 قبلاً متذکر می شویم که اگر

 آنگاه

2

)1n(n 

n

n aa 

01

2
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3

3 axaxaxa)x(P 
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 جمع و به3اگر عملیات را از داخلترین پرانتز شروع کنید مشاهده می شود که به 

 در صورتی که برای محاسبه مستقیم. ضرب نیاز داریم  3 

 

 .جمع باید انجام داد  3ضرب و  6

01

2

2

3

3 aaaaaaa 

  قضیه 3-4-1

 اگر 

 

 آنگاه

 

 و

012

2n

1n

1n

n b)bzb...zbzb)(az()z(P  





0,...,2n,1ni,
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 مثال 3-4-2

P(1. 2) . 6xx2)x(Pاگر                              مطاوب است محاسبه 23 

 :حل

 توجه: ) را به خوبی نشان می دهد P(1. 2)جدول زیر نحوه به دست آوردن 

 (.نیست صفر منظور می شود P(x)که در  xداشته باشید که ضریب هر توانی از 

2              -1             0               -6 

+   0         2. 4       1. 68         2. 016 

2        1.  4         1. 68    -3. 984 

1. 2 
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 ضمناً می توان نوشت .   P(1. 2) = -3. 984بنابراین ، 

984.3)68.1x4.1x2)(2.1x(6xx2 23 

 .به دست می آید 1-4-3قضیه زیر را با استفاده از 

 قضیه   3-4-3
 

0b)z(q)az()z(P اگر                                    آنگاه  )a(q)a(P. 
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 مثال 3-4-4
 

P)2( و P(2)اگر                              مطلوب است محاسبه  8z4z3)z(P 3 

 :حل
 

 :جدول زیر مراحل محاسبه را نشان می دهد

3             0               -4               8 

+   0             6              12             16 

3           12                     32= 

2 

3             6               8           24=P(2) 

+    0              6             24                        

)2(P
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 با دقت مطلوب P(z)=0تعیین ریشه های حقیقی  3-5

 برای تعیین ریشه های حقیقی معادله 

 

 اگر        ابتدا ریشه های. از کلیه مطالب گفته شده می توان استفاده کرد

 صفر را بیرون می کشیم و ک معادله چند جمله ای با جمله ثابت به دست

 ریشه های گویا را ، در صورت وجود،  9-2-3سپس بنابر قضیه . می آوریم 

 به دست می آوریم و بااستفاده از روش هورنر به یک چند جمله ای میرسیم

 .که ریشه های آن اصم یا مختلط هستند

 برای محاسبه ریشه های حقیقی و اصم از روش نیوتن ، که همگرایی سریع

 .اما این روش نیاز به مقدار اولیه ای از ریشه ها دارد. دارد، استفاده می کنیم 

0aza...zaza)z(P 01

1n

1n
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 و نتایج آنها حدود این ریشه ها معین و  3-3-3،  1-3-3با توجه به قضایای 

 ریشه ها را با شروع از بزرگترین ، یکی یکی به دست می آوریم تا اینکه بــه

 ریشـــه های . یک چند جمله ای برسیم که تمام ریشه هایآن مختلط باشد 

 .قابل محاسبه اند روش برستومختلط به 

 وقتی     به دست آمد محاسبه جملات         با رابطه زیر انجام می شـــود

                * 

 

 توجه داشته باشید که          و          به روش هورنر به سادگی محاسبه  

 های بزرگ باید از ماشین حساب یا کامپیوتر استفاده  nالبته برای .می شوند

 .کرد

)x(P n
 )x(P n

0x}x{ n

,...2,1,0n,
)x(P

)x(P
xx

n

n
n1n 
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 مثال3-5-1
 

01x2xx .ریشه های معادله                            را بدست آورید 23 

 :حل
 چون درجه چند جمله ای فرد است پس حداقل یک ریشه حقیقی موجود است 

 
 با توجه به اینکه                                                                           

                              P(0) =-1<0      ,        P(1) = 3>0 

 
 قرار می دهیم            و با استفاده از روش . است 1و  0یک ریشه حقیقی بین 

 
 .حساب می کنیم* هورنر چند جمله را از فرمول 

5.0x0 
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1             1               2               -1 

+   0          0. 5         0.75        1. 375 

1              2            3. 75 =     

0. 5 

1            1. 5         2. 75                0. 375=P(0. 5) 

+    0            0. 5             1                                         

)5.0(P

0. 5 

4.0
75.3

375.0
5.0x1 

1             1               2               -1 

+   0          0. 4         0. 56        1. 024 

1           1 . 8          3. 28=        

0. 4 

1            1. 4         2. 56              0.  024= P(0. 4) 

+    0       0. 4             0. 72                                         

)4.0(P

0. 4 

)D4(3927.0
28.3

024.0
4.0x2 
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 این جواب تا سه رقم اعشاردقیق است و استفاده مجدد از روش هورنر دقت آن را

 . نشان می دهد 

 (.چرا؟)از جدول اخیر معلوم می شود که دو ریشه دیگر مختلط هستند

1                   1                        2                        -1         

+    0             0. 3927              0. 5469             1. 0001676 

1              1. 3927               2. 5469            0. 0001676 

0. 3927 

 زیرا داریم 

)5469.2x3927.1x)(3927.0x()1x2xx( 223 
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 در ریاضیات محض ، بخصوص در آنالیز ریاضی ، معمولا با توابعی سرو کار داریم 

یعنی ، به ازای هرمقدار متغیر ،دستوری . که با یک یا چندضابطه تعریف شده اند  

اما ، درعمل به ندرت باچنین وضعی روبه . برای تعیین مقدارتابع داده شده است   

 رو می شویم واکثراتوابعی که بایدمورد بررسی قرارگیرند مقدارشان به ازای بعضی 

 از مقادیر متغیرو آن هم از طریق آزمایش و یا انداز ه گیری به زحمت قابل تعیین 

. است  

 مقدمه

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 به بیان دقیق مقادیر تابع     به ازای نقاط دو به دو متمایز

:  به ترتیب عبارتند از  

 

نمو نه هایی از این توابع را می شناسید،توابع . نامیم  تابع جدولییک چنین تابعی را   

 مثلثاتی وتابع لگاریتم که مقدار آنها به ازای بعضی از مقادیر متغیر درجدولهایی درج 

. شده است   

 درونیابی یعنی برآورد مقدار         وقتی                   و

f

n210 f,...,f,f,fn210 x,...,x,x,x

 xf
n0 xxx 

ixx 

1n,...,2,1i 
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.وبرونیابی یعنی برآورد مقدار         وقتی                       

 در این فصل ضمن آشنایی بیشتر با مفاهیم فوق کاربردهای عملی آنها را در 

.   تخمین جمعیت در سال های آینده ویا برآورد توابع مختلف دیگر خواهیم دید   

 

 

آشنایی با مفاهیم درونیابی و برونیابی -1  

معرفی چند جمله ای درونیاب  -2  

تعیین چند جمله ای درونیاب به روش لاگرانژ و بیان معایب این روش  -3  

 xf n0 x,xx

 هدفهای کلی
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تعیین چند جمله ای درونیاب به روش تفاضلات تقسیم شده و مزایای آن -4  

تعیین خطای چند جمله ای درونیاب و روش مینیمم کردن آن -5  

معرفی تفاضلات متناهی و کاربرد آنها در تعیین درجه چندجمله ای درونیاب و سرعت   -6

 بخشیدن به همگرایی دنباله های همگرا 

ارائه فرمولهای نیوتن، برای چند جمله ای درونیاب بر حسب تفاضلات متناهی  -7  

معرفی درونیابی معکوس وکاربرد آن  -8  
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:دانشجو پس از مطالعه این فصل باید بتواند   

. مفاهیم درونیابی و برونیابی را بیان وکاربردهایی از آنها را ارائه کند  -1  

. چند جمله ای درونیاب مربوط به یک تابع جدولی را به روشهای گوناگون حساب کنید -2  

. کران بالایی برای خطای چند جمله ای درونیاب حساب کند  -3  

جدول تفاضلات یک تابع جدولی را تشکیل و اطلاعات لازم را از آن کسب و  چند جمله  -4

. ای درونیاب را از آن به دست آورد   

 

 هدفهای رفتاری
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 درریاضیات از دیرباز توابع جدولی ، یعنی توابعی که مقادیرآنهادرنقاطی ازحوزه 

. تعریف آنها در یک جدول ثبت شده است ، مورد استفاده قرار می گرفته اند   

درجه  45،...،2،1،0همه با جدول مقادیرتوابع       ،       ،     و          به ازای   

آنچه دردبیرستان برای . آشناهستید ، همچنین باجدول مانتیس لگاریتم اعداد   

دقیقه انجام می دهید درونیابی خطی است 40درجه و37تعیین ، مثلا سینوس  

باپیدایش ماسین حساب وکامپیوتر جدولهای . که در اینجا آنرا بررسی می کنیم   

 

gcot costg sin

 مفهوم درونیابی 4-1
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 مذکور دیگر به کار نمی روند و درونیابی بیشتر

هنر شناخت معانی ومفاهیم مستتر در یک جدول                    

یکی از این معانی ، تخمین مقدار یک تابع به ازای مقداری از    است که در . است 

. این همان مفهوم درونیابی است . جدول نیست ، ولی بین نقاط جدولی است   

 باجدول زیر داده شده است fوقتی   f(x)برای تخمین 

                            

                            

x

 xf

x

0f

0x

1f 2f nf

1x nx
2x ... 

... 
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یکی از راههای نسبتا ساده این است که یک چند جمله ای . راههای متفاوتی وجود دارد 

 مانند      پیدا کنیم که مقدارآن در    همان     باشد ، البته به ازای  

یعنی داشته باشیم                                   ،                             

اکنون سوالاتی به صورت زیر  . کار کنیم  P(x)وبعد به جای        ، در بازه              ، با   

 :مطرح می شود 

چرا یک چند جمله ای پیدا می کنیم ؟ مگر چندجمله ای چه خصوصیتی داردکه دیگر  (الف

 توابع ندارند؟

آیا یک چند جمله ای که در     صدق کند همیشه وجود دارد؟ و در صورت وجود منحصر  (ب

 به فرد است؟                                           

 xP

 n0 x,x

ixif

n,...,2,1,0i n,...,2,1,0i   ii fxP 

 xf

* 

* 
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 های بزرگ عملی است ؟   nآیاتعیین این چندجمله ای برای   (ج

، همه می دانیم که محاسبه یک چندجمله ای به ازای مقداری ( الف)درپاسخ به سوال   

همچنین محاسبه مشتق و انتگرال ( . روش هورنر از فصل سوم)از    بسیار ساده است   

. توابع چندجمله ای و حتی تعیین ریشه های یک معادله چندجمله ای مشکل نیست   

مثبت است و همیشه یک (ب)جالب این که ، درصورت متمایزبودن نقاط ، جواب سوال  

. چندجمله ای منحصربه فردوجوددارد و راههای ساده ای برای تعیین آن می شناسیم   

. این مطالب را دردیگربخشهای این فصل موردبررسی قرارخواهیم داد   

ix
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 یکی ازروشهای تعیین یک چندجمله ای حداکثراز درجه   که در   صدق کند ، روش 

در این روش فرض می کنیم                               هر یک، یک . لاگرانژ است   

 چندجمله ای درجه    باشند وداشته باشیم

 

 و سعی می کنیم         ها را چنان تعیین کنیم ک

     xL,xL,...,xL 01n

n

n

* 

 xLj

          nnjj1100 fxL...fxL...fxLfxLxP 

  ii fxP  n,...,2,1,0i 

 چند جمله ای های لاگرانژ 4-2
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        ninjij0i0i fxL...fxL...fxLxP 

 xLi

n,...,2,1,0i 

 

 









1xL

0xL

jj

ij

 برای این منظورمی گوییم به ازای                        باید داشته باشیم

 

 

داشته باشیم    ( ودرصورت مستقل بودن        ها از یکدیگرلازم است )لذا کافی است   

و                                                                      

 

 اما ، تابع زیر

         (4.4)  

 

 به ازای                                            صفر است ، یعنی به ازای     هایی که 

** 

ji  *** 

      n1j1j0 xx...xxxx...xx  

011j1jn x,x,...,x,x,...,x ix

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


، کافی است کاری کنیم که مقدار این تابع به ازای    یک شود و این کار با          

بر عدد( 4.4)تقسیم تابع مندرج در   

 

به عبارت دیگر. امکان پذیر است  

(5.4)  

 

چندجمله ایهای درجه . به سادگی می توانید آزمایش کنید که شرایط         برقرارند

.بیان می شوند به چندجمله ایهای لاگرانژ معروف اند(  5.4)که به وسیله     

ji 
jx

       
nj1jj1jj1j0j xx...xxxx...xxxx  

*** 

n

 
       

)xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx(

xx...xxxx...xxxx
xL

nj1jj1jj1j0j

n1j1j10

j
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  مثال 4-2-1
.چندجمله ای       راکه مربوط به تابع جدولی زیر است حساب کنید  

                                                  

                                                 1         0          1-           

                                                 3         1          1  

  :حل

 .   جمله ایهای لاگرانژ از درجه دو هستند در این مثال        و در نتیجه چند

 :ایهای لاگرانژ به قرار زیرند  چند جمله

 xP

ix

if

n=2 

 
  
  

  
   2

xx

1101

1x0x

xxxx

xxxx
xL

2

2010

21
0














wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 
   
   

   
    2

xx

0111

0x1x

xxxx

xxxx
xL

2

1202

10
2














 
   
   

   
    1

1x

1010

1x1x

xxxx

xxxx
xL

2

2101

20
1
















           
2

xx3
1x

2

xx
xL3xL1xL1xP

2
2

2

210







 از این رو، بنابر فرمول       داریم

 

 

 

 

.تحقیق کنیدکه                                         

  1xxxP 2 

** 

      1xLxLxL 210 
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. چندجمله ای       را می توان به روش ضرایب مجهول نیز به دست آورد :تذکر  

 به این معنا که فرض می کنیم

 و قرار می دهیم                                       و              و 

که درنتیجه یک دستگاه سه معادله ، سه مجهول حاصل می شود که جواب آن                   

می تواند بزرگ باشد و نقاط      نزدیک به هم   nامادرعمل ( . امتحان کنید)خواهد بود 

، که درنتیجه حل یک دستگاه شامل           معادله و        مجهول را با اشکالاتی  

 .مواجه می کند

 xP

  cbxaxxP 2 

  11P    10P    31P 

1cba 

ix 1n

 1n
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  مثال 4-2-2

مجددا چندجمله ای       ( 1-2-4)به تابع جدولی مثال ( 2.7)بااضافه کردن نقطه 

.به عبارت دیگر، چندجمله ای مربوط به جدول زیر را حساب کنید. را حساب کنید   

                                     2         1         0         1-  

                                     7         3         1         1  

 xP

ix

if

  :حل

 این چند.  هستند 3جمله ایهای لاگرانژ همه از درجه  چند و  n = 3در این مثال  

 :اند از جمله ایها عبارت
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      2

x2xx

210111

2x0x1x
xL

23

2










 
     
      2

2xx2x

201010

2x1x1x
xL

23

1









 
     

      6

x2x3x

211101

2x1x0x
xL

23

0










 
     
     6

xx

120212

1x0x1x
xL

3

3









 :عبارت است از  P(x)درنتیجه چندجمله ای 
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 که پس ازساده کردن نتیجه می شود 

 ضمنا ازطریق محاسبه معلوم می شودکه 

 

ضمنا از . هستند 3است ولی         ها از درجه  2مشاهده می شود که         ازدرجه 

.کمتر استفاده شد ( 1-2-4)محاسبات مربوط به مثال   

         xL7xL3xL1xL1xP 3210 

   
6

xx7

2

x2xx3

2

2xx2x

6

x2x3x 3232323 















  1xxxP 2 

        1xLxLxLxL 3210 

 xP xLi
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حجم . یعنی، با اضافه کردن یک نقطه به جدول باید تقریبا تمام عملیات را از سرگرفت

درضمن درجه چندجمله ای درونیاب قبل از  .به سرعت بالا می رود nعملیات نیزبا افزایش 

قضیه زیر نشان می دهد که چندجمله ای       که در    .  تعیین کامل آن معلوم نمی شود

 .صدق می کند منحصر به فرد است

    

 xP

 xP

* 

  قضیه 4-2-3

فقط یک چند جمله ای       ، حداکثر از درجه    ، وجود دارد که در شرط زیر صدق 
:می کند  

و(                                                        6.4)   

n

  ii fxP  n,...,2,1,0i 
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  تعریف 4-2-4

درونیاب یا چند  چند جمله ایصدق می کند ( 6.4)چند جمله ای منحصر به فرد       که در 

. تابع   در نقاط                   نامیده می شود  جمله ای هم محل  

روش لاگرانژ برای تعیین چندجمله ای درونیاب تنها از لحاظ نظری مورد توجه است ولی  

.  نشان داده شد از لحاظ عددی معایب زیادی است  2-2-4همان گونه که در مثال   

 xP

f01n x,x,...,x

  معایب روش لاگرانژ 4-2-5

محاسبات این روش ، وقتی  خیلی هم بزرگ نباشد ، زیاد است و خودکارکردن عملیات نیز  -1

به این مطلب فکر کنید که چگونه می توان ضرایب توان های مختلف    رادرهر یک  .)ساده نیست 

(.از چندجمله ایهای لاگرانژ باکامپیوتر حساب کرد   

 

n

x
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درجه چند جمله ای درونیاب بعد از انجام تمام محاسبات تعیین می شود و  -2

با اضافه کردن یک یا چندنقطه به نقاط جدولی باید تقریبا تمام عملیات رااز  

.سرگرفت  

چون چند جمله ای درونیاب به تدریج حساب نمی شود این روش را باید  -3 

(. مثال زیر را مطالعه  کنید )با احتیاط کامل به کار برد   
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مثال 4-2-6  

جدول مربوط به تابع                 داده شده است مطلوب است تخمین              

.  با استفاده از درونیابی لاگرانژ   

                      64          27          8          1          0  

                       4           3           2          1          0  

:حل   

توجه کنیدکه       و                 )باتوجه به تعریف چندجمله ایهای لاگرانژ داریم

   ) 
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2
561978

64x27x1xx
1

632671

64x27x8xx
xP 











     
     

     
     

4
37566364

27x8x1xx
3

37192627

64x8x1xx










  3139/120P203 

خواهیم داشت  20برای تخمین         به جای    قرار می دهیم  

 

علت چیست ؟! با رسم منحنی مشاهده می شود برآورد         منفی است  

 

 

. معلوم می شود که شکل منحنی نزدیک به یک خط راست است [ 8.27]در فاصله   

3 20

3 xy 

3 20

 D4

x
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لذا ، اگر در این فاصله چند جمله ای درونیاب درجه اول را به دست آوریم حاصل 
 می شود 

 

 

 وبه دست می آید 

 

 

.  که از                                         خیلی دور نیست   

  3
827

8x
2

278

27x
xP1 











 D47144/2203 

  6316/2
19
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19
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n

، (2.4)درفرمــــول . می دانیم که یک چندجمله ای را به طرق مختلف می توان نوشت 

برای چند جمله ای درونیاب ، این چند جمله ای بر حسب ترکیب خطی خاصی از چند 

ولی می توان    چند جمله ای مستقل خطی دلخواه . جمله ایهای لاگرانژ نوشته شده است 

اگر چند جمله ایهای زیر را . در نظر گرفت و        را بر حسب ترکیبی خطی از آنها نوشت 

. در نظر بگیرید   

 xP

         1n10100 xx...xxxx,...,xxxx,xx,1 

 روش تفاضلات نیوتن 4-3
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اکنون فرض کنید       چند . می توان نشان داد که این چند جمله ایها مستقل خطی هستند 

 جمله ای درونیاب تابع    در نقاط                         باشد و

 

.با توجه به اینکه باید داشته باشیم                 می توان     ها را به دست آورد  

 مثلا با قرار دادن         داریم 

 و چون باید                 پس ، 

                  (7.4)  

 با قرار دادن         به دست می آوریم  

 

ia

          1n0n102010 xx...xxa...xxxxaxxaaxP 

f01n x,x,...,x

  ii fxP 

 xP

  00 fxP 

   01101 xxaaxP 

  00 axP  0xx 

1xx 

00 fa 
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  11 fxP 

01

01
1

xx

ff
a






ia
if

واینکه                  نتیجه می شود( 7.4)که با توجه به   

 

نیوتن با . و به همین ترتیب بقیه    ها بر حسب نقاط و    ها به دست می آیند 

توجه به مقادیری که برای ضرایب به دست می آیند تفاضلات تقسیم شده را 

. معرفی ویک فرمول بازگشتی برای محاسبه آنها ارائه کرد   
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 تفاضلات تقسیم شده 4-3-1

 fفرض کنید                   نقاط دو به دو متمایز و                 مقادیر تابع 

 .دراین نقاط باشد

 تفاضلات تقسیم شده اول بین     و       چنین تعریف می شود

 

 

 بنابراین

01n x,x,...,x
01n f,f,...,f

ix
1ix 

1ii

1ii

1ii

1ii
1ii

xx

ff

xx

)x(f)x(f
]x,x[f




















,
xx

ff
]x,x[f

10
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ix,x تفاضلات تقسیم شده دوم بین             و       چنین تعریف می شود 1i2ix 

2ii

2i1i1ii
2i1ii

xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f











 به عنوان مثال

20

2110
20

xx

]x,x[f]x,x[f
]x,x,x[f






01n :ام بین نقاط                   عبارت است از nتفاضلات تقسیم شده  x,x,...,x

n0

n211n10
n0

xx

]x,...,x,x[f]x,...,x,x[f
]x,...,x,x[f




 

)x,x( نقطه دلخواهی از           باشد و xهمچنین اگر  n0

1n,...,2,1i,xx i 
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x,x,x,...,x :تفاضلات تقسیم شده بین                       عبارت است از 01n

n

n2101n10
n0

xx

]x,...,x,x,x[f]x,...,x,x,x[f
]x,...,x,x,x[f




 

 مثال 4-3-2

 .را حساب کنید fبا استفاده از جدول ذیل تفاضلات تقسیم شده مربوط به تابع 

ix 11 0

if 1 1 1

2 3

5 19
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  .(کسرها نیست پس از حل چند تمرین نیازی به نوشتن:) خلاصه جدول بالا چنین است

if
ix  تفاضلات چهارم     تفاضلات سوم

-1 

 

 

0 

 

 

1 

 

 

2 

 

 

3 

-1 

 

 

1 

 

 

1 

 

 

5 

 

 

19 

]x,x[f 1ii  ]x,x,x[f 2i1ii 

2
01

11






0
10

11






4
21

51






14
32

195
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11

02
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20
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 مثال 4-3-3

 سپس با اضافه. جدول تفاضلات  مربوط به تابع جدولی زیر را به دست آورید 

 .مجدداً جدول تفاضلات را تشکیل دهید (7 ,2)کردن نقطه 
ix 11 0

if 1 1 3

ix چهارم        سوم          دوم             اول                
if

-1 
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 :حل

 :با توجه به مثال قبل داریم

 حاصل می شوند خط (7 ,2)ضمناً زیر اعدادی که پس از اضافه کردن نقطه )

 .(کشیده شده است 

ix  سوم          دوم             اول
if

-1 

 

0 

 

1 
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1 

 

1 
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0

4
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1

1
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 قضیه زیر نشان می دهد که از جدول تفاضلات می توان درجه چند جمله ای درونیاب

 نشـــان می دهد که چند ( 2)مثلاً جدول . را ، قبل از به دست آوردن آن ، معین کرد

 نشان می دهد که با اضافه( 3)ضــــمناً جدول . است  3از درجه  fجمله ای درونیاب 

 . است 2درجه چند جمله ای درونیاب تغییر نمی کند و برابر  (7 ,2)کردن نقطه 

 فرمول چند جمله ای درونیاب بر حسب تفاضلات تقسیم شده ) قضیه 4-3-4
 (نیوتن

 
 در نقاط                   عبارت از fچند جمله ای درونیاب 

01n x,x,...,x

]x,...,x,x[f)xx)...(xx(...]x,x[f)xx(f)x(P n101n01000 
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 مثال 4-3-5

 چند جمله ای درونیاب تابع جدولی زیر را با استفاده از تفا ضلات تقسیم شده به 

( .دست آورید و         را بر آورد کنید
2

1
(f

ix 21 1

if 2 0 7

3

26

 :حل
 

 .باتوجه به جدول بالا جدول تفاضلات تقسیم شده زیر را تشکیل می دهیم
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ix  سوم          دوم             اول
if

-1 

 

1 

 

2 

 

3 

-2 

 

0 

 

7 

 

26 

1

19

7

6

2

1

 از این رو ، بنابر تعاریف برای چند جمله ای درونیاب ، داریم 

2xx2x2x21x2

1)2x)(1x)(1x(2)1x)(1x(1)1x(2)x(P

232 



 که در نتیجه،
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P
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تـا کنون دو روش برای تعیین چند جملـه ای درونیاب یک تـابع در تعـدادی نقطه  

در این قسمت می خواهیم خطای         و یا به عـبارت دیگر                      . ارا ِیه کردهایم 

واضـح است که خطای مـطلق       نـشان خواهد داد که          ، به . را حساب کنیم 

،تـقریب خـوبی برای این تابع هست یا نیست ،   fاز حوزة تعریف  xازای هر 

 .ضمناًراههای مینیمم سازی خطای مطلق     را نیز تحقیق خواهیم کرد 

)x(P

)x(P)x(f )x(P

)x(P

)x(P
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 قضیه   4-4-2

دارای   fدر نقاط دو به دو متمایز     ،     ،     ،      و  fاگر          چند جمله ای درونیاب 

 مشتق مرتبة          باشد آن گا ه

)x(P0x1x...
nx

)1n( 

x که در آن       نقطه ای در              است که در حالت کلی بهx  بستگی  دارد.  n0 x,x

  
)(f

)!1n(

)xx)...(xx)(xx(
)x(P)x(f x

)1n(n10 
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 نتیجه   4-4-3

 داریم   2-4-4با شرایط قضیة 

)!1n(

M
)xx(...)xx()x(P)x( 1n

n0


 

یـعنی ، . که در آن         یک کران بالا برای                    بر                 است 

در عـمل ، به دلیل مشخص  . از               ،                                xبـرای هـر 

 .استفاده می شود ( 3-4-4)نبودن محل     ، از 

1nM )x(f )1n(  )x,x( n0

 )x,x( n01n

)1n( M)x(f 

 

x

 و نتیجة آن را توضیح می دهیم 2 -4 -4در اینجا با چند مثال کاربرد قضیة 
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 مثال  4-4-4

چند جمله ای درونیاب                      را در نـقاط          و          به دسـت  

       مـقدار          . آوریـد و کـران بـالایـی برای                     حـساب کنید 

 .را با کران بالا در         مقایسه کنید   

2

x
cos)x(f


0x0 1x1 

)x(P)x(f 

)
2

1
(P)

2

1
(f 

2

1
x 

 :حل

 :جدول مربوط به تابع عبارت است از  

if تفاضل اول

0 1

1 0

1
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 .راحساب می کنیم  fبرای این منظور مشتقات مرتبة اول و دوم تابع 

2

x
cos

4
)x(f

2

x
sin

2
)x(f

2 





 درنتیجه

2

2

M
4

)x(f 




 ، 3-4-4پس ، بنابر 

xx
8!2

4)1x)(0x()x(P)x(f 2
2

2










 مقدار کران بالا به ازای           برابر است با 
2

1
x 

)D2(31/0
322

1

4

1

8

22
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اختلاف دارد و بیانگر خوب نـبودن  1/0،   0/ 21که با مقدار واقعی خطا ، یعنی

تقریب یا نامناسب بودن چندجمله ای درجة اول به عنوان یـک تقریب برای                

ضمناً ، به توجه به این که مقدار              در            مـاکـسیمـم مـقدار .است 

در نقاط   خطای                ( چـرا؟)خـود را خـواهد داشت 

  .دیگرکمتر از          خواهد بود 

2

x
cos


xx2 

2

1
x 

)x(P)x(f 
32

2
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،      ، چه متساوی الفاصله باشند چه نباشند ، چند جمله ای درونیاب . . . ،      ،      

اما ، وقتی که     ها متساوی الفـاصله باشند  فـرمولهای ساده . را به دست می دهند 

برای این  . تری موجودند که در ایـن قسمت سـعی می کنیم آنها را به دست آوریم 

 منظور فرض می کینم که

0x1x
nx

ix

 روشهای لاگـرانژ و تـفاضلا ت تقسیم شدة نیوتن در حالت کلی برای نقاط

1n,...,0i,hxx i1i 

 که از آن نتیجه می شود  

n,...,1,0i,ihxx 0i 

 .اکنون به تعریف چند عملگر می پردازیم که در بیان فرمولها به کار می روند 
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 Eتعریف عملگر انتقال  4-6-1

 :چنین تعریف می شود  Eعملگر  

 در نتیجه،

 عددی طبیعی باشد،  kو اگر 

1ii fEf 

2iii

2 f)Ef(EfE 

kii

k ffE 

 به این قرار داد که  

 :می توان تعریف بالا را به هر   ی حقیقی تعمیم داد 

 مثلاً



)h)i(x(ff

h)i(xx

0i

0i











  ii ffE

1ii

1 ffE 
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 تعریف عملگر تفا ضل پیشرو   4-6-2

 عملگر    چنین تعریف می شود

 که در نتیجه

 یعنی ،

 .وجه تسمیه پیشرو به توجه به تعریف بالا ست 

1E

i1iiiii fffEff)1E(f  

i1ii fff  

 به همین ترتیب ،

)ff(ff

)ff()f(f

i1i1i2i

i1iii

2
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 در نتیجه

 عددی طبیعی باشد داریم kدر صورتی که  

.ff2ff i1i2ii

2  

)ff()f(f i1i

k

i

k

i

1k  



 در نتیجه

if .       که یک فرمول بازگشتی برای محاسبة تفاضلات پیشرو مراتب بالای     است

i

k

1i

k

i

1k fff  
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 در نتیجه،

 پس،

1iii

1

ii

1

i fffEff)E1(f 

 

1iii fff 

در      و         استفاده می شود لفظ پسرو   fچون در تعیین         از مقادیر 

 .برای این تفاضلات به کار می رود 

ifix1ix 

 تعریف عملگر تفاضل پسرو  6-4-3

 عملگر    چنین تعریف می شود

1E1 
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 در ضمن

2i1ii

2i1i1ii1ii

1iiii

2

ff2f

)ff(ffff

)ff()f(f













 پس،

2i1iii

2 ff2ff  

 عدد طبیعی باشد  kو به طور کلی، اگر 

1i

k

i

k

i

1k fff 

 

 .فرمولهای بالا را طی چند مثال به کار می بریم 
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 مثال 4-6-4

 تفاضلات مربوط به تابع جدولی زیر را حساب کنید

 :حل
 داریم( 27. 4)با توجه به فرمول  

ix 11 0

if 0 1 2

2

9

ix
if

-1 

 
0 
 
1 
 

2 

0 
 

-1 

 
2 
 
9 

1)01( 

729 

3)1(2 

437 

4)1(3 

044 

if i

2f i

3f
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مـشاهده می شود که اعداد به سادگی حساب می شوند و مشکل تفاضلات  تقسیم شده  

ix را ندارند که باید اعداد تفا ضل     ها نیز تقسیم شوند

 مثال   4-6-5

 جدول تفاضلات تابع جدولی زیر را تشکیل دهید

ix 2/11 1/1

if 2 331/2 728/2

3/1

197/3
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 :حل

 :مانند مثال قبل داریم 

ix
if

1 
 

1/1 

 
1/2 

 

1/3 

0 
 

2/3331 

 

2/728 

 

3/197 

331/0

469/0

397/0

072/0

066/0

006/0

if i

2f i

3f

 تـنظیم شـده است و نشان  (  28.  4)و (  27.  4)جـدول زیـر بـا تـوجه به 

 می دهد که تـفاضلات پیشرو در ابتدای جدول و تفاضلات پسرو در انتهای 

 .  کاربرد دارند جدول
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n

1n

2n

3n

3

2

1

0

x

x

x

x

x

x

x

x







n

1n

2n

3n

3

2

1

0

f

f

f

f

f

f

f

f







ix
ifif i

2f
i

3f

223

112

001

fff

fff

fff







n1nn

1n2n1n

2n3n2n

fff

fff

fff













1

2

12

0

2

01

fff

fff





n

2

1nn

1n

2

2n1n

fff

fff









0

3

0

2

1

2 fff 

n

3

1n

2

n

2 fff  
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یکی از کاربرد های تفاضلات متناهی تعیین درجة یک چند جمله ای مناسب  

یک    fدر زیر نشان می دهیم که اگر تابع . برای تقریب یک تابع جدولی است 

ام آن ثابت و تفاضلات مراتب   nباشد تفا ضلا ت مرتبة    nچند جمله ای درجة 

از عکس این مطلب می توان برای تعیین یک چند جمله ای . بالاتر آن صفرند 

 .استفاده کرد  fمناسب برای تقریب زدن با تابع جدولی 
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 مثال 4-7-1

3x)x(f جدول تفاضلات تابع                را برای نقاط 

 .تشکیل دهید و نتیجه را توجیه کنید 

  :حل 

 :جدول مطلوب چنین است 

4,3,2,1,0i,i1/0xi 

ix
if

0 

 

0/1 
 

0/2 

 

0/3 

 

0/4 

0 
 

0/001 

 

0/008 

 

0/027 

 

0/064 

001/0

019/0

007/0

012/0

006/0

006/0

if i

2f i

3f

037/0

018/0

006/0
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 مشاهده می شود که تفاضلات مرتبة سوم مقدار ثابتی دارند که برابر است با 

 .و بالطبع تفاضلات مراتب بالاتر صفرند 

 .اکنون در حالت کلی قضیة زیر را ثابت می کنیم 

006/0)1/0(!3 3 

 قضیه 4-7-2

 آن گاه                و اگر          آن گاه   اگر            
nx)x(f n

i

n h!nf nm 0fi

m 
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بنابراین، اگر بخواهیم یک چند جمله ای جایگزین یک تابع جدولی کنیم، جدول تفـاضلات 

اگر تفـاضلات از مرتبة خاصی مقدار ثابت شدند می توان یک  . آن را تشکیـل می دهــیم 

در جداولی که اعـــداد آن  البته خطای گـرد کردن. چند جمله ای به جای تابع قرارداد

تقریبی هستند، مشکل است و گاهی باید تساوی در حد خطای گرد کردن را مد نظر 

 . داشت 

 مثال  4-7-3

 جدول تفاضلات مربوط به تابع               را برای
xe)x(f 

4,3,2,1,0i,01/0i1/0xi 

 .چند جمله ای مناسب برای تقریب زدن این تابع را به دست آورید  تشکیل دهید و درجة
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 .رقم اعشار، چنین است  5جدول تفاضلات، با منظورکردن اعداد تا  :حل

ix ix

i e)x(f 

0/1 

 

0/11 
 

0/12 

 

0/13 

 

0/14 

1/10517 

 

1/11628 

 

1/12750 

 

1/13883 

 

1/15027 

01111/0

01133/0

01122/0

00011/0

0

if i

2f i

3f

01144/0

0

00011/0

00011/0

نتایج مندرج در جدول نشان می دهد یک چند جمله ای درجة دوم برای این تابع، دربازة                   

 .،مناسب است  14/0,1/0
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 مثال  4-7-4
 جدول تفاضلات مربوط به تابع                را برای نقاط

xe)x(f 

8,...,3,2,1i,i05/01/0x 

 .را به دست آورید   fتشکیل دهید و درجة چند جمله ای مناسب برای تقریب زدن با 
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ix ix

i e)x(f 

0/1 

 

0/15 
 

0/20 

 

0/25 

 

0/30 

 

0/35 

 

0/40 

 

0/45 

 

0/5 

1/10517 

 

1/16183 

 

1/22140 

 

1/28403 

 

1/34986 

 

1/41907 

 

1/49182 

 

1/56831 

 

1/64872 

05666/0

06263/0

05957/0

00291/0

00015/0

if i

2f i

3f

06583/0

00014/0

00320/0

00306/0

06921/0

07275/0

07649/0

08041/0

00338/0

00354/0

00374/0

00391/0

00018/0

00016/0

00020/0

00018/0
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خطای موجود در مقادیر          در رقم پنجم اعشار است ولی این خطا در طـول جدول 

در اینجـا گفته می شود که تفاضلات      مر تبة سوم در حد . افزایش پیدا می کنند 

این . است  3از این رو، درجة چند جمله ای مناسب . خطای گرد کردن با هـم برابرند 

که حدخطای گردکردن برای مراتب مختلف تفاضلات چیـست دقیقاً نامعین است ولی  

یـک معیـار عمـلی نادقـیق برای نوسانات ناشی از خطای گرد کردن در جدول زیر آمده 

 .است 

ix
e

 مرتبة تفاضلات

 حدود خطای مورد انتظار

31 2

1

4 5 6

2 3 6 12 22
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 فرمول چند جمله ای  درونیاب بر حسب تفاضلات پیشرو 4-8

 فرمول چند جمله ای  درونیاب را بر حسب تفاضلات تقسیم شده 4-3-4در

 وقتی نقاط متساوی الفاصله باشند می توان چند جمله ای . به دست آوریم  

 ضمناً چون هدف اصلی تعیین تقریبی از. درونیاب را ساده تر به دست آورد 

 f(x)  به ازایxی است که درجدول نیـست می توان از تفاضـلات پـسرو یـا 

 برای این منظور ابتدا یک مثال. پیشرو ، هر کدام مناسبتر است، استفاده کرد 

 .  ذکر می کنیم تا آمادگی لازم برای بدست آوردن فرمول مورد نظر ایجاد شود 
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 مثال 4-8-1

 نشان دهید که  
2

2

210
h2!

f.
x,x,xf




 :حل
 می دانیم که ،                                                  ،بنا براین، با توجه تعریف  

              ، 

hxx،hxxوh2xx 011202 

0f

 

 
h

f

x-x

f-f

x-x

)f(x-)f(x
x,xf

h

f

x-x

f-f

x-x

)f(x-)f(x
x,xf

1

12

12

21

21
21

0

01

01

10

10
10







 اما، با توجه به روابط بالا، داریم 

 
   

2

01

h

f

h

f

20

2110
210

2h

ff

2h-x-x

x,xfx,xf
x,x,xf

10
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 بنابراین داریم 
 

 پس ،

0

2

01 ff-f 

 
2

2

210
2h

f.
x,x,xf




 .اکنون به طور کلی لم زیر را ثابت کنید

 لم 4-8-2

i0 عددی طبیعی باشد آنگاه به ازای هر  kاگر  ،

 
k

i

k

ki1ii
hk!

f
x,...,x,xf
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 نتیجه4-8-3

 عددی طبیعی باشد آنگاه  k اگر
 

k

0

k

k10
hk!

f
x,...,x,xf




 لم 4-8-4

hxx عددی طبیعی باشد آنگاه  kاگر                   و  i 

)k)...(1(h)xx)...(xx( 1k

iki  
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 (  فرمول تفاضلات پیشرو نیوتن برای چند جمله ای درونیاب)قضیه 4-8-5

hxx اگر نقاط      متساوی الفاصله باشند و                 در این صورت  0  ix

0

n

0

2

00 f
!n

)1n)...(1(
...f

!2

)1(
ff)x(P 







 مثال  4-8-6

  5-8-4فرمول چند جمله ای  درونیاب مربوط به تابع جدولی زیر را با استفاده از قضیه 
 . به دست آورید

4          3           2           1 
         

17       10         5            2   

ix

if

** 
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 :حل 

 جدول زیر نشـان می دهد ، . ابتدا جدول تفاضلات پیشـرو را تشکـیل می دهیم 

 گر چـه چهار نقطه داریم ، چون         برابر صفر است چند جمله ای  درونیاب از

 .درجه دو است  

 جدول                                          

ix
if

   1  
if i

2 f i

3 f

5 

10 

17 

2 

3 

4 

2 
3 

2 

0 
5 

7 
2 

0

3 f

1 
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  :چند جمله ای درونیاب ، بر حسب     ، عبارت است از ** با استفاده از فرمول 

0

2

00 f
!2

)1(
ff)x(P 




و                . مقادیر     ،       و        در بالای خط موربی که در جدول   کشیده شده قرار دارند

 که با توجه به این که  
 
 داریم 
 

 بنابراین ،          

1 
0f0

2 f 0f

hxx 0 

1x,1h 0 

1x

 xاگر به جای     ، از      ، قرار دهیم             چند جمله ای درونیاب بر حسب 

 . به دست می آید

** 

1x  ** 

1x2)1x(2)1x()x(P 22 
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 در نقاط                   را بر حسب تفاضلات پیشروfفرمول     چند جمله ای درونیاب 

 در حالت کلی میتوان فرمول چند جمله ای درونیاب . مبتنی بر نقطه     ارائه می دهد

 fدر نقاط                       را به طریقی مشابه به دست آورد  . 

** 01n x,x,...,x

i1iki x,x,...,x 

 قضیه  4-8-7

 :در نقاط متساوی الفاصله                 عبارت است از fچند جمله ای درونیاب 
 
 
 
 
 

 که در آن 

iki x,...,x 

i

k

i

2

ii f
!k

)1k)...(1(
...f

!2

)1(
ff)x(P 







hxx i 

*** 

ix
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 مثال  4-8-9

i1i2i . در نقاط                    بنویسید fچند جمله ای درونیاب  x,x,x 

 :حل 
 :بنابر         داریم 

 
 

 به سادگی می توان مستقیماً نشان داد که
 
 
 

 در صورتی که تفاضلات از مرتبه خاصی برابر باشد چند جمله ای درونیاب را
  

 .    به مثال زیر توجه کنید. های متفاوت به دست آوردi می توان با 

*** 

i

2

ii f
2

)1(
ff)x(P 




2i2i1i1iii f)x(P,f)x(P,f)x(P  
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 مثال4-8-10

1x .    را  براساس نقطه     به دست آورید 6-8-4چند جمله ای درونیاب تابع جدولی مثال 

 :حل 
 :چون          داریم 

 
 مقادیر     ،        و       در زیر خط موربی که در جدول   کشیده شده است 

 قرار دارند و از آنجا
 
 

 لذا ، اگر قرار دهیم .که در آن                          
 

 :خواهیم داشت 
       

 . قبلی است   P(x)که همان  

2x1 
1

2

11 f
2

)1(
ff)x(P 




1f1

2 f 1f1 

542
2

)1(
55)x(P 2 




 2hxx 12x 

1x5)2x(4)2x()x(P 22 
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 به چند طریق قابل بیان  P(x)سوالی که در اینجا مطرح است این است که وقتی   

 است کدام صورت عملاً مفیدتر است ؟ جواب این است که با توجه به این که  

 

 داریم     

 

 لذا    را چنان اختیار می کنیم که   ، از نظر قدر مطلق کمترین مقدار را داشته 

 باشد ،به عبارت دیگر    را آن نقطه جدولی اخـتیار می کنیم که کـمترین فاصله  

 .  مثال زیر مطلب را روشن می کند . را تا   داده شده داشته باشد 

hxx i 

h

xx i


 ix

ix

x
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 مثال  4-8-11

 برای                       است بر آورد           f(x)=sin xجدول زیر مربوط به 

 . با استفاده از چند جمله ای درونیاب 

 50,...,10,0x5sin

ix

ixsin

0 504020
10 30

7660/0       6428/0        5/0      3420/0        1736/0    0 

 :حل 
 :چنین است  fجدول تفاضلات مربوط به تابع جدولی 
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ix
ixsin i

2 fif i

3 f i

4 f i

5 f

0

50

40

20

10

30

0 

3420/0 

5/0 

6428/0 

7660/0 

1736/0 
1736/0 

1684/0 

1580/0 

1428/0 

1232/0 

0052/0- 

0104/0- 

0152/0- 

0196/0- 

0048/0- 

0052/0- 

0004/0 

0004/0 

0044/0- 

0 
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 . چون          می توان از          یا           استفاده کرد 
 ما قرار می دهیم

 
 
 در نتیجه   
  
 و داریم   

 5x 0x
10x1

 0x0

2

1

10

05

h

xx 0 







 

   

     
0871/0)0004/0(

24

)0052/0(
6

)0052/0(
2

1736/0
2

1
05sin

2
5

2
3

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1
















5sin ( .تا چهار رقم اعشار)است  0872/0مقدار واقعی         برابر 
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 فرمول چندجمله ای درونیاب برحسب تفاضلات پسرو  4-9

 نزدیک به انتهای جدول تفاضلات است ، لازم x، وقتی  f(x)برای تخمین مقدار 

 است که از تفاضلات پسرو ،که بر حسب مقادیر تابع در نقاط انتهایی جدول بیان  

 .می شوند، استفاده کنیم 

 قضیه   4-9-1

n1n10 :در نقاط                       عبارت است از   f چند جمله ای درونیاب  x,x...,,x,x 

n

n

n

2

nn

f
!n

)1n)...(1(

...f
!2

)1(
ff)x(P
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 بر حسب تفاضلات پسرو ، در   fو فرمول  چند جمله ای درونیاب 
 :عبارت است از 

i1ki x,...,x 

i

k

i

2

ii

f
!k

)1k)...(1(

...f
!2

)1(
ff)x(P











  مثال 4-9-2

 تخمینی از                  11-8-4با استفاده از جدول تفاضلات مربوط به تابع جدولی 
 .حساب کنید

45sin

 :حل 
 قرار می دهیم                   در نتیجه 

2

1

10

4045

h

xx i 







4i x40x  

* 
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 در فرمول      و کمک گرفتن از اعدادی که در بالای خط مورب  i= 4و با قرار دادن 

 :قرار دارند، داریم  11-8-4کشیده شده در جدول مثال

* 

7071/0

)0004/0(
24

)0048/0(
6

)0152/0(
2

)1428/0(
2

1
6428/045sin

2
7

2
5

2
3

2
1

2
5

2
3

2
1

2
3

2
1
















45sin . رقم اعشار است  4که این عدد همان        ، یعنی           ، تا 
2

2
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 درونیابی معکوس   4-10

 x اگرمنظور تخمین مقداری از . را برآوردکردیم f(x)مقدار  xتا کنون با معلوم بودن 

 مقدار مـعلومی داشـته باشد این کار درونیابی معکوس نامیده  f(x)باشد به طوری که

 به عنوان مـثال ، می توان ریشه های .درونیابی معکوس کاربردهایی نیز دارد .میشود 

f(x)=0  را به وسیله درونیابی معکوس تخمین زد ، به این ترتیب کهx  ی را به دست 

 همچنین اگر جمعیت را در فاصله زمانهای معینی . برابر صفر باشد f(x)می آوریم که 

 داشته باشیم و بخواهیم حدودسالی را تعیین کنیم که جمعیت تعداد مشخصی باشد 

 برای جلوگیری از اطاله کلام تنها یک روش . از درونیابی معکوس استفاده می شود 

 ، راکه همانا روش تفاضلات تقسیم شده است f(x)، به کمک داشتن  xبرای تخمین 

 .ارائه می کنیم 
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 تبدیل درونیابی معکوس به درونیابی مستقیم 4-10-1

 اگر

                                              y = f(x) 

 تابع معکوس داشته باشد داریم fو 

 لذا ، به جای جدول 

 

 

 می توان جدول زیر را در نظر گرفت

)y(fx 1

ix
nx0x 1x

if 0f 1f
nf

if 0f 1f nf

ix
nx0x 1x
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 با توجه به اینکه معمولاً فاصله    ها یکسان نیست و انتخاب آنها نیز در اختیار

 از این رو. ما نیست نمی توان از فرمول های پیشرو و پسرو نیوتن استفاده کرد

 تنها روش موثر که همواره قابل استفاده است جدول تفاضلات تقسیم شده است 

 .که در آن نقش    ها و    ها عوض شده است

ix

if ix

 مثال 4-10-2

 ی را تعیین کنید که به  xدر دست است  f(x) = sinxجدول زیر در مورد تابع 

 .  f(x) = 0. 2ازای آن 

ix 200
10

if 0 1736.0 3420.0

30 5040

5.0 6428.0 7660.0
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 :حل

 

 ها f(x)جدول تفاضلات تقسیم شده زیر را تشکیل می دهیم ، توجه کنید که 

 

 طوری قرار گرفته اندکه                صعو دی باشد ، این عمل برای کم کردن

 

 .خطای گرد کردن لازم است و باید همیشه صورت گیرد

2.0)x(f 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


ixif  پنجم           چهارم         سوم            دوم               اول

0. 1736 

 

 

0. 3420 

 

 

0 

 

 

0. 5 

 

 

0. 6428 

 

 

0. 766 

 

10 

 

 

20 

 

 

0 

 

 

30 

 

 

40 

 

 

50 

 

59. 38 

 

 

58. 48 

 

 

60. 00 

 

 

70. 03 

 

 

81. 17 

5. 18 

 

 

9. 62 

 

 

15. 60 

 

 

41. 88 

13. 60 

 

 

19. 88 

 

 

34. 31 

13. 38 

 

 

34. 03 

34. 86 
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 :داریم 4-3-4با استفاده از قضیه 

5375.11

0035.00030.00102.00194.05676.110

86.34)6428.02.0)(5.02.0)(02.0)(3420.02.0)(1736.02.0(

38.13)5.02.0)(02.0)(3420.02.0)(1736.02.0(

60.13)02.0)(3420.02.0)(1736.02.0(

18.5)3420.02.0)(1736.02.0(38.59)1736.02.0(10x













 .در جه است 75 53 .11بنابراین ، جواب تقریباً 

 یکی از راههای امتحان جواب فوق این است که به وسیله درونیابی مستقیم 

 .می شود یا نه  2 .0را بر آورد کنیم و ببینیم  f(11. 53 75)مقدار 
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 مثال 4-10-3

 .تخمینی از صفر این تابع را به دست آورید . جدول زیر مفروض است 

 :حل
 .جدول تفاضلات زیر را با توجه به فاصله    ها تا صفر تشکیل می دهیم

ix 20 1

if 5.1 1 5.2

3

15

if
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0-1 

 

 

-1. 5 

 

 

2. 5 

 

 

15 

 

ixif  سوم                       دوم                          اول

1 

 

 

0 

 

 

2 

 

 

3 

2 

 

 

0. 5 

 

 

0. 08 

-0. 4286 

 

 

-0. 0255 

0. 0252 
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  f(1) = -1مشاهده می شود که جواب به دست آمده بسیار نادقیق است ، زیرا 

 .2نه بیش از ! باشد  2و 1که قاعدتاً ریشه باید بین   f(2) = 2. 5و 

 علت این امر آن است که فاصله بینx در صورتی که. های جدول زیاد است 

 .ها را کمتر بگیریم دقت جواب زیاد خواهد شد  xفاصله بین  

2626.2

0945.06429.021

0252.0)5.20)(5.10)(10(

)4286.0()5.10)(10(2)10(1x







  بنابراین 
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 برازش منحنی 4-11

 واقعیت این است که مقادیر    در یک تابع جدولی تقریبی  هستند زیرا

 بنابراین ، اصرار در. از طریق اندازه گیری یا آزمایش به دست می آیند 

 این که چند جمله ای درونیاب درنقاط    مقدار   را داشته باشد بیهوده

 در عمل اکثراً نقاط جدولی را به وسیله یک منحنی چنان برازش . است

 .می کنند که خطا به نوعی حداقل باشد

if

ix
if
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 تعریف  4-11-1

  P(x)و چند جمله ای . فرض کنید نقاط                         ، مفروض باشند

 چنان باشد که 

 

  تقریبای را چند جمله  P(x)در این صورت . کمترین مقدار را داشته باشد 

 .برای داده های                          ، نامند کمترین مربعات

)y,x(,n,...,2,1i ii

  


n

1i

2

ii )x(PyS

)y,x(,n,...,2,1i ii
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 سهمی کمترین مربعات( ب)
 خط کمترین مربعات( الف)
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 فرض کنید که P(x)در حالت کلی برای به دست آوردن 

 

 P(x)برای به دست آوردن ضرایب . باشد  mچند جمله ای کمترین مربعات درجه 

 :قرار می دهیم*  باتوجه به  

 

 

 مجهول m+1معادله برای  m+1معادلات  بالا تشکیل یک دستگاه شامل 

 .می دهد

)0a(,a...xaxa)x(P m0

1m

1m

m

m  



.m,...,1,0j,0
a

S

j






0m a,...,a
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 خط کمترین مربعات 4-11-2

 یکی از متداولترین روشهای برازش منحنی انتخاب خط کمترین مربعات برای 

 در این روش. نقطه مفروض                          است  nبرازش 

                                            P(x) = ax+b 

 را چنان تعیین کرد که bو  aو باید 

 

 :از این رو ، قرار می دهیم . مینیمم باشد 

 

 :اما داریم

)y,x(),...,y,x( 11nn

  


n

1i

2

ii )bax(yS

,0
a

S





0

b

S






 

 



























0)bax(y2
b

S

0)bax(yx2
a

S

n

1i ii

n

1i

2

iii
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 پس از ساده کردن ، معادلات بالا دستگاه زیر را نتیجه می دهند

   
 


















n

1i i

n

1i i

n

1i ii1i i

n

1i

2

i

ynbax

yxbxnax

 به دست می آیند که توسط آنها خط کمترین مربعات  b و aاز دستگاه بالا مقادیر 
y = ax +b مشخص می شود. 

 مثال 4-11-3
 .خط کمترین مربعات مربوط به تابع جدول زیر را تعیین کنید

ix 02 1

if 0 1 2

1

2

2

3
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 :حل

 :در این مثال داریم

 

 بنابراین

 

 

 که از آن نتیجه می شود

8y,7yx

10x,0x,5n

5

1i i

5

1i ii

5

1i

2

i

5

1i i





















8b5

7a10

10

7
a,

5

8
b 
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5

8

2

x
y   خط

-1 -2 1 2 3 
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در ابتدای این فصل روشهای پیدا کردن تقریبهایی برای          ، به  ازای مقادیر 

 سپس به تعیین تقریب برای . را ارائه می کنیم   x مختلف 

)x(f 

dx)x(f

b

a



 مقدمه

همان گونه که می دانید توابع فراوانی موجودند که تابع اولیه ندارند،یعنی . می پردازیم

bxa نیست که به ازای   F(x)تابعی چون  

).x(f)x(F 
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از این جمله اند . از این رو، محاسبة این انتگرالها با روش عادی امکان پذیر نیست

 .انتگرالهای زیر که اغلب کاربردهای عملی دارند


1

0
x

xsin

در این فصل روشهایی ارائه می کنیم که به وسیلة آنها می توان تقریبی از یک  

البته در حد دقتی که وسایل  )انتگرال معین را تا هر درجة دقت حساب کرد 

 (.محاسباتی دارند




0
22 xsin)k(sin1

dx  (انتگرال بیضوی)

dxe

2

2

x2
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 های مختلف و تعیین خطای آن   x روشهای برآورد            به ازای .1

 بیان اشکالات مشتقگیری .2

 شرح قاعدة ذوزنقه ای برای برآورد یک انتگرال معین و تعیین خطای آن  .3

 شرح قاعدة سیمسون و تعیین خطای آن  .4

 شرح قاعدة رامبرگ وکاربرد آن .5

 کاتس و گاوس-شرح منشأ قواعد انتگرالگیری و ارائة فرمولهای نیوتن  .6

 تخمین بعضی انتگرالهای ناسره .7

)x(f 

 هدفهای کلی
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 : دانشجو پس از مطالعة این فصل باید بتواند 

   .2.   معلوم است، را حساب کند  f و تابع جدولی  x تخمینی از         ، وقتی    .1

روشهای انتگرالگیری مناسب را برای برآورد یک انتگرال معین به کار برد وتقریبی از یک  

 .انتگرال را حساب کند که خطایی کمتر از     مفروض داشته باشد 

)x(f 



 هدفهای رفتاری

 تقریبی از انتگرالهای ناسره را به کمک روشهای خوانده شده حساب کند   .3
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کاربرد مشتق وانتگرال در ریاضیات مهندسی و دیگر علوم فراوان است ، و در 

در آنـالیز ، که معمولاً ضابطه یا . حـل اکثر مسائـل از آنها اسـتفاده می شود 

ضابطه هایی برای تعریف تابع ارائـه مــی شود ، فرمولهایی نیز برای محاسبة  

امـا ، اگر تـابع مورد نظر . مشتق وانتگرال ، به شرط وجود ، به دست می آید 

که فرض می  )بـسیار پـیچیده  باشد یا با تـابعی جـدولی سرو کـار داشتـه باشیم 

(  شود جدول مذکور از یک تابع مـشتق پذیر یا انتگرال پذیر ، ناشی شده است 

 .بایــد به روشهای عددی روی آورد 

 مشتقگیری و انتگرالگیری عددی. 5
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 برای مشتقگیری عددی ، همان طور که قبلاً اشاره شده ، از چند جمله ای

 در f چند جمله ای درونیاب ( 36.  4) در  . درونـیاب استفا ده می کنیم  

ixkix :  ،            را چنین به دست می آوردیم ...  ،           ،           1ix 

i

k

i

4

i

3

i

2

ii

f
!k

)1k)...(1(
...f

!4

)3)(2)(1(

f
!3

)2)(1(
f

!2

)1(
ff)x(p

















 مشتقگیری عددی 5-1

(1) 
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چون       بر حسب      .که در آن ،                 و                برای                      

 ارائه شده ا ست می نویسیم   

hxx i hxx i1i 
1n,...,1,0i )x(P



dx

d

d

)x(Pd

dx

)x(Pd~
dx

)x(df
)x(f







 اما داریم ،                 که در نتیجه   hddx

h

1

dx

d




 (3)و ( 2)و در نظر گرفتن ( 1)بنابراین ، با مشتقگیری از 

(2) 

(3) 















































 ...f

2

1

12

5

26
f

3

1

2
f

2

1
f

h

1~)x(f i

4
23

i

3
2

i

2

i

(4) 
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0hxx نتیجه می شود  ( 4)اگر قرار دهیم        ، با توجه به                     ، داریم           و از  i 
ixx 









 ...f

2

1
f

3

1
f

2

1
f

h

1~f)x(f i

4

i

3

i

2

iii

معمولاً برای محاسبة تقریبـــی از       یک چنــــد جملــه ای از سمت راست انتخاب 

 .می شود 

if 

 مثلاً

h ویا 

ff
f

h

1~f i1i
ii


 

 
















  i1i2ii1ii

2

ii ff2f
2

1
ff

h

1
f

2

1
f

h

1~f

(5) 
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 که در نتیجه 

h

f
2

3
f

2

1
f2

~f
i2i1i

i






           ضمناً اگر قرار دهیم          ، به توجه به                  به دست می آوریم  

 :نتیجه می شود ( 4)و از 
2

1
hxx i 

h
2

1
xx i 


















 ...f

48

1
f

24

1
f

h

1~
2

h
xf i

4

i

3

ii

 از ایـن رو ، اگـر تنها جملــــة اول داخل پـرانتز سـمت راست را انتخاب 

 می کنیم  

h

ff

h

f~)
2

h
x(f i1ii

i





 

(6) 
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 و اگر دو جملة اول را منظورکنیم   




















i

3

ii f
24

1
f

h

1~
2

h
xf

   مثال  1-1 -5

، یک بار با استفاده از فرمول  =i 0، 1، 2، 3، با توجه به جدول زیر تقریبی از      

 .                 حساب کنید ( 6)و بار دیگر با استفاده از ( 5)

if 

ix 2/01/0 15/0

if 10517/1 16183/1 22140/1

25/0 3/0

28403/1 34986/1
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ix
if

0/1 

 

0/15 

 

0/2 

 

0/25 

 

0/3 

1/10517 

 

1/16183 

 

1/22140 

 

1/28403 

 

1/34986 

05666/0

05957/0

06263/0

06583/0

00291/0

00306/0

00320/0

00015/0

00014/0

if i

2f i

3f

   :حل 

 .را با توجه به جدول بالا تشکیل دهیم   f جدول تفاضلات
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)05/0h( :داریم                  ( 6. 5)و( 5.  5)از این رو ، با توجه به فرمولهای  

if h

f~f i
i




h

f
2

1
f

~f
i

2

i

i





   10517/1 

 

   16183/1      

 

   22140/1 

 

   28403/1   

1332/1 

 

1914/1 

 

2526/1 

 

3166/1 

    104/1 

 

   1608/1 

 

   2206/1 
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اعـداد     که در این مثال داده شده اند مربوط به تابع              هستند  که مشتق 

بنابراین ، در جدول اخیر ، باید اعداد مـوجود در هر سـه  . آ ن با خودش برابر است 

الـبته مـشاهده می شود اعدادی که از فرمول . که نـیستند ! ستـون یـکسان باشند 

 .به دست می آیند ( 5)به دست آمده اند ، دقیقتر از اعـــدادی   هستند که از ( 6)

ifxe)x(f 

 مثال 5-1-2

تقریبهایی                ، با به کار بردن ( 1-1 -5)با توجه به تا بع جدولی مثال 

 .حساب کنید ( 8) و( 7)

)
2

h
x(f i
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  :حل 

 :به دست آوردیم ، داریم ( 1- 1- 5) با توجه به جدول تفاضلاتی که در مثال 

h

f
24

1
f

~
2

h
xf

i

3

i

i













    125/0 

 

   175/0 

 

    225/0 

 

    275/0 

2

h
x i  










2

h
xf i h

f~
2

h
xf i

i













   13315/1     

 

 5 1912/1 

 

   25232/1 

 

   31653/1 

   1332/1 

 

    1914/1 

 

    2526/1 

 

    3166/1 

 

            3380/1 

 

           19128/1 

wWw.it98.ir

w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 دو ستون از سمت چپ فقط برای مقایسة مقادیر به دست   در جدول بالا

 
 آمده ،درج شده اند ، ضمناً در ستون آخر به دلیل عدم وجود           و              

 
 نتایج این جدول ، با توجه به این . فقره ها حساب نشده اند  بقیة 

 
 که                  نشان می دهند که        بسیار نزدیک به                 

 
 به عبارت دیگر ،        که هم تقریبی از            و هم تقریبی از                 . هستند 

 
 .تا به           است به                نزدیکتر است                   

2

3f

3

3f

)x(f)x(f 
h

f i)
2

h
x(f i 

h

f i
)x(f i



)
2

h
x(f i  )

2

h
x(f i )x(f i
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   عددی مشتقگیری خطای  5-1-3

برای        حاصل می شود ( 4.  5)برای پیدا کردن خطای فرمولهای مختلفی که از 

 مثلاً ،. از بسط تیلر  استفاده می کنیم 

 در نتیجه 

(9) 

)hx(f)x(ff i1i1i  

...f
6

h
f

2

h
fhff ii

2

ii1i 

 ، داریم( 9)و با در نظر گرفتن ( 5)با توجه به 

(10) ...f
2

h
f

h

ff
ii

i1i 


)x(f 
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 از این رو ،             ،به عنوان تقریبی از      ، عبارت است از 
h

ff i1i 
if 

...f
6

h
f

2

h
f

h

ff
i

2

ii
i1i 



 با توجه به این که    کوچک گرفته می شود جملة غالب در سمت راست            

 :است که اصطلاحاً گفته می شود خطا متناسب با    است ویا نوشته می شود  

h

h

if
2

h


)h(Of
h

ff
i

i1i 
 (11 ) 
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 o( اوی بزرگ )تعریف  5-1-4

h(f,)h(g0)h(g( باشند، همواره           و داشته باشیم   h اگر                دو تابع از  

 .  f(x)=o(g(h))در این صورت می گو ییم

 عدد حقیقـی مثبتی است، داریم   pدر حالت خاصی که              ،که در آن 
ph)h(g 

)h(o)h(f p

 .  سریعتر به صفر میل می کند  f(x)بزرگتر باشد  pهر چه 

0c
)h(g

)h(f
lim

0h
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 O (اوی کوچک )تعریف  5-1-5

 باشند، همواره              و داشته باشیم h اگر              دو تابع از

0
)h(g

)h(f
lim

0h




)h(f,)h(g0)h(g 

 و اگر             آن گاه   f(x)=o(g(h))در این صورت می گوییم 
ph)h(g 

)h(o)h(f p

ph .سریعتر از      به صفر میل می کند  f(h)به عبارت دیگر، 

 قضیه  5-1-6

)h(O
h

ff
)

2

h
x(f 2i1i

i 
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به این معنا که هر . را تـأیید می کنند( 12) و ( 11)نتایج ( 2-1-5)و(1-1-5)مثالهای 

اما ، به . در عبارت خطا بیشتـر باشد تقریب بهتر ، یا خطا کمتر است   hچه تــوان 

. طور کلی نباید  به نتایج تقریبـــی که از فرمولهای فوق حاصل می شود اعتماد کرد 

حاصل می شوند به صـورت              (  4) در حالت کلـــی خطای فرمولهایی که از 

ظاهــراً هر . انتخاب می شود ( 4)بـــستگی به تعداد جملاتی که از  pاست که در آن  

بزرگتر باشد خطا نیز کمتر خواهد بود ،ولی عملاًخـــــطای گـرد کردن، به  pچه 

، سبب مشکلاتی در ســــــازگاری نظری با نتایج  hهنگام کوچـک بودن مقدار 

 .عددی می شود 

)h(O p
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 مشتقات مراتب بالا  5-1-7

.  را نـیز برآورد کرد ... با توجه به آنچه گفته شد می تون مشتق مرتبة دوم ، سوم و

با توجه به مطالب که در مورد خطای مشتقگیری عددی گفته شد تنها       را  

 .  بررسی می کنیم 

 می دانیم که

)x(f 

dx

d

d

)x(pd~
dx

)x(fd
)x(f
































 ...f

12

5

2
f)1(f

h

1~)x(f i

4
2

i

3

i

2

2

 :داریم ( 4)و ( 3)با استفاده از 

در اینجا هم می توان یک یا چند جمله از عبارت سمت راست را به عنوان تقریبی از          

x(f( مثلاً ، اگر      آن گا ه          و. اختیار کرد  0ixx 
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 :که از آن تقریبهای زیر حاصل می شود 









 ...f

12

5
ff

h

1~)x(ff i

4

i

3

i

2

2ii

2

i

2

i
h

f~f




2

i

3

i

2

i
h

ff~f




 ویا

1hxx همچنین ، اگر        داریم               یعنی ،              و در نتیجه i 1ixx 

 که از آن تقریبهای زیر حاصل می شود











 ...f
12

1
f

h

1~f i

4

i

2

21i

2

i

2

1i
h

f~f
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   مثال 8- 5-1

(  16.  5)و ( 15.  5)و فرمولهای ( 1 -1 - 5)با استفاده از جدول تفاضلات مثال 

if .تقریبهایی از      حساب کنید  

 :حل 

 :با توجه به فرمولهای مذکور داریم  

ix
if if    (16)از  (15)از 

if 

    1/0 

 

   15/0 

 

    2/0 

    10517/1 

 

     16183/1 

 

     22140/1 

    164/1 

 

     224/1 

 

     28/1 

       104/1 

 

       168/1 
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 بنابراین ، بایـــد اعداد به . همان طور که قبلاً ذکـر شد      مساوی       است 
 

 ملاحظه می شود که                   . دست آمده تقریباً با     ها مساوی باشنــــد 
 

 و نـتایج مندرج ( 17) ضمناً فرمول . تقریب بـهتری برای       است تا           
 

 در ستون سوم جدول بالا نشان می دهند که           تقریب بهتری برای       
 

 .است تا       

ifix
e

if
2

i

3

i

2

h

ff 

if 
2

i

2

h

f

2

i

2

h

f

if 

1if 
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 محاسبة انتگرالهای معین به شکل  

متناهی و       بر        معین باشد، به روشهای تحلیلی،  یـعنی با  bو a که در آن 

بنابرین ، حتی در . استفاده از تـابع اولـیه       ، غالباً یا مشکل است یا غیر ممکن 

صورت موجود بودن تابع اولیه برای        نیز از انتگرال گیری عددی استفاده می  

واضح است که انتگرال معین را می توان به عنوان مساحت سطح زیر منحنی              . شود 

است ، تعبیر کرد و با تقسیم بازة          x=bو x=aو خطوط  xکه محصـــور به محور 

به زیر بازه ها و جمع کردن مساحتهای مربوط به این زیـــر بازه ها آن را محاسبه  

 .کرد 

)x(f b,a

)x(f

)x(f

)x(fy

 b,a


b

a
dx)x(f

 انتگرالگیری عددی 5-1
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با استفاده از این خاصیت و چند جمله ای درو نیاب می توان تقریبهای مناسبی برای                  

xd)x(f .به دست آورد 
b

a

قسمت متساوی تقسیـــم می شود  nابتدا روشی را به کار می بریم که در آن        به 

 ، یعنی        به زیر بازه های 

 b,a

 b,a

 تقسیم می شود که در آن

 و در نتیجه 

  1n,...,1,0i,hx,x 1ii 

1n,...,1,0i,hxx i1i 

,
n

ab
h
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،          ، با استفاده از ... و بعد چند جمله ای درونیاب          در نقاط     ،        ، 

 ،حساب می شود و بعد (  36.  4)

)x(Pmix1ix mix 


mi

i

x

x
dx)x(Pm

 با جمع کردن این مقادیر ، تقریبی برای . به دست می آید 

 .بررسی می کنیم   m=2و   m=1در زیر،حالت هایی را که .به دست می آ ید

 
b

a

x

x

n

dx)x(fdx)x(f
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 ای   ذوزنقه قاعدة 5-2-1

را در نقاط     و          به دست می آوریم ،  fدر ایـن قـاعده چند جمله ای درونیاب تابع 

 (   37.  4با توجه به)معادلة این خط عبارت است از .که یک خط است

ix1ix 

 در نتیجه ، با تغییر متغیر                ،

ii1 ff)x(p 

hxx i 

 



1i

i

x

x

1

0
ii hd)ff(dx)x(P

1

0

i

2

i f
2

fh 




















 ii f

2

1
fh

ifi1i :اگر به جای        قرار دهیم            به دست می آوریم  ff 





1i

i

x

x
1ii )ff(

2

h
dx)x(P
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 بنابراین ، قرار می دهیم  

با توجه به شکل  ، در واقع مقدار تقریبی مساحت ذوزنقه ای است که با خطوط قائم هاشور  

 می نامند  فرمول قاعـدة ذوزنقه ایرا ( 21.  5)از این رو.زده شده است

)ff(
2

h~dx)x(f 1ii

x

x

1i

i
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 برای پیدا کردن فرمول تقریبی برای            می نویسیم
b

a
)x(f

 



1i21

0

n

0

x

xi

x

1x

x

x

b

a

x

x
dx)x(f...dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f

...)ff(
2

h
)ff(

2

h~dx)x(f... 2110

x

x

n

1n

 


)ff2...f2f(
2

h
)ff(

2

h
...)ff(

2

h
n1n10n1n1ii  

h(T( بنابراین ،. عبارت اخیر را ، با توجه به حرف اول کلمة لاتین معادل ذوزنقه ای        می نامیم 

 n1n10

b

a
ff2...f2f

2

h
)h(T~dx)x(f  
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کوچکتر اختیار شود خطا کمتر است ،  hنشان می دهد که هــــرچه  ( 2 - 5)شکل 

فرمول قاعدة  را ( 22.  5)البته به بهای محاسبــه مقدار تابع در نقاط بیشتری فرمول 

 .می نامند  ذوزنقه ای مرکب

   مثال 5-2-2

تقریبهایی از             را ، به روش ذوزنقه ای ، و به ازای                    حساب و 

 . خطای این مقادیر را نیز تعیین کنید 


1

0

2dxx
4

1
,

2

1
,1h 

 : حل
 ،                              , a=0 ،b=1داریم ، با توجه به این که ( 22.  5)بنابر 

2x)x(f 

2

1
)10(

2

1
))1(f)0(f(

2

1
)1(T 

8

3
1

4

1
20

4

1
)1(f

2

1
f2)0(f

2

2

1

2

1
T 
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 !مقدار واقعی چنین حساب می شود 

h(T( کوچکتر می شود       نیز به     نزدیکتر می شود  hملاحظه می شود که هر چه 
3

1

 خطای مطلق مقادیر حساب شده عبارت است از    

3

1

0

1

3

x
dxx

1

0

3
2 

3

1

3

1

2

1

3

1
)1(T 

96

1

3

1

32

11

3

1
)

4

1
(T

24

1

3

1

8

3

3

1
)

2

1
(T














































)1(f

4

3
f2

2

1
f2

4

1
f2)0(f

2

4

1

4

1
T

32

11
1

16

9
2

4

1
2

16

1
20

8

1
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می شود      ،  خـطا      1نصف می شود ، یعنی به جای  hملاحظه می شود که وقتی 

بنابراین، چنین ( . یـعنی      مـی شـود       ، کـه       عـدد      اسـت)می شود

درستی این حدس را بعداً ثابت می  . حدس زده می شود که خطا متناسب با       است 

 .کنیم 

2

1

4

1

6

1

24

1

6

1

4

1

2h

   مثال 5-2-3

dx)x(f .   تـقریبی از              را با استفاده از جــدول مقا دیر زیـر حساب کنید -1
1

0

ix

if

1            8/0            6/0           4/0         2/0          0 

7183/2    2255/2      8221/1     4918/1    2214/1      1 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 : حل
با توجه به نقاط جدولی . نیست  fمشاهده  می شود که در این مثال خبری از ضابطة تابع 

 .می توانیم قــاعدة ذوزنقه ای را با فرض            به کار بریم 
2/0h 

 :که با توجه به جدول مقادیر ، چنین نوشته می شود 

))1(f))8/0(f)6/0(f)4/0(f)2/0(f(2)0(f(
2

2/0
)2/0(T 

72399/1)713/27608/621(1/0)2/0(T 

 اعداد جدول بالا مربوط به مقادیر تابع               هستند ، برای این تابع داریم  
xe)x(f 

)D5(71828/11eedxe 1

0

1

0

xx 

00571/071828/172399/1 ملاحظه می شود که خطا برابر است با  
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تقریبی از             را با استفاده          حساب کنید و با مقدار واقعی انتگرال مقایسه   -2

 .کنید 

 :حل 




2

0
xdxsin

8
h




.02734/5
16

)1)92388/070711/038268/0(20(
16

2
sin

8

3
sin2

4
sin2

8
sin20sin

168
T


















 




















 

 بنابراین ، 

 مقدار واقعی انتگرال عبارت است از  

1xcosxdxsin

98712/0
8

T~xdxsin

2
0

2

0

2

0










 










01288/098712/01)
8

(T 
- مقدار واقعی 
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 قضیه  5-2-6

 .که               

 d,c

 
d

c

d

c
dx)x(g)(hdx)x(h)x(g

 d,c

 در این بازه انتگرالپذیر باشد و تغییر   g بر        پیوسته و تابع    hاگر تابع  
 

 در این صورت ،( یعنی ، همواره نا منفی یا همواره مثبت باشد)علامت ندهد 
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   قضیه  5-2-7
 بر       پیوسته باشد و   hاگر تابع  d,c

dxcdxc

)x(hmax)x(hmin





 آن گا ه    ی هست که  

 )(h,dc

به عبارت دیگر ، هر تابع پیوسته بر یک بازة بسته و محدود ، هر مقدار بیـن ماکسیمم  

 .و مینیمم خود را در نقطه ای از حوزة تعـریفش اختیار می کند 
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   قضیه 5-2-8

 خطای قاعدة ذوزنقه ای از فرمول زیر به دست می آید

 .        که در آ ن     بین      و        است ، به شرط آن که         پیوسته باشد
iix1ix )x(f 

)(f
12

h
)ff(

2

h
dx)x(f i

3

1ii

x

x

1i

i

 


   قضیه  5-2-9

          [a , b]با توجه به علا مات به کار برده شده در این فصل و پیوسته بودن        بر

 . که                    

,)(fh
12

)ab(
)h(Tdx)x(f)h(ET 2

b

a



 

ba 

)x(f 
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 نتیجه 5-2-10

خطای قاعدة ذوزنقه ای مرکب متناسب با     است واین قاعده برای توابع چند جمله ای 

 .حد اکثر از درجة اول دقیق است 

2h

 نتیجه    5-2-11

 اگر      یک کران بالا برای           باشد ، یعنی  

 آن گاه

2M)x(f 

2M)x(fmax 

bxa 

2

2Mh
12

)ab(
)h(ET




wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 مثال 5-2-12
تقریبی از                 ، به قاعدة ذوزنقه ای ، حسب کنید که خطای آن از      کمتر  

 . باشد 

برای این منظور مشتق مرتبة دوم را حساب . ابتدا      را به دست می آوریم  : حل

 .می کنیم 


1

0
dxxsinx210

2M

xsinx)x(f 

xsinxxcos2)x(f,xcosxxsin)x(f 

1x0 بنابراین ، با توجه به این که               ، 

31x2xsinxxcos2xsinxxcos2)x(f 

3M2 .را از نامساوی زیر به دست می آوریم  hپس ،          و  
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 که از آن نتیجه می شود  

2
22

2

2 10
4

h
3

12

h
Mh

12

ab 


2/0h 

اعداد میانی را تا چهار  )و        را حساب می کنیم  =h 2/0از این رو ، قرار می دهیم  

 ( .رقم اعشار گرد می کنیم

)h(T

30578/0

)84147/0)57388/033879/015577/003973/0(20(1/0

)1sin)8/0sin8/06/0sin6/04/0sin4/02/0sin2/0(20(
2

2/0
)2/0(T
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 .نیز حساب می شود       با محاسبة جواب واقعی به طریق زیر خطای  

 بنابراین ،

 .ملاحظه می شود که                  

)D5(30117/0

54030/084147/01cos1sin)xcosxx(sindxxsinx
1

0

1

0





00461/030578/030117/0)h(ET 

210)h(ET 

)h(T
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.  مشهود است قاعده ذوزنقه ای بسیار کند است   (5-2-11) , (5-2-12)همانگونه که از 

به عبارت دیگر ، برای بدست آوردن تقـریبی نه چندان دقیق باید تابع را در نقاط بسیاری  

.  روش سیمسون بــــرای محاسبات دستی بسیار ساده و نسبتا دقیق است . محاسبه کرد 

، در            fاین روش بر اساس جایگزین کردن یک چند جمله ای درجه دوم ، به جای تابع 

]x,x[ .به دست می آید 2ii 

 قاعده سیمسون 5-3
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   فرمول قاعده سیمسون 5-3-1

این چند جمله . را در نقاط                      می نویسیم fابتدا چند جمله ای درونیاب 

 عبارت است از (4-38)ای بنابر 

 

 :بنابراین قرار می دهیم

 

 .و انتگرال  سمت راست را محاسبه می کنیم

 :با تغییر متغیر              داریم

i1i2i x,x,x 

i

2

ii f
2

)1(
ff)x(P 








2i

i

2i

i

x

x

x

x
dx)x(Pdx)x(f

hxx i 

2

0

i

2
23

i

2

i

2

0
i

2

ii

x

x

f
46

f
2

fh

hd)f
2

)1(
ff(dx)x(P

2i

i
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 2i1ii

x

x

i1i2ii

2

i1ii

i

2

ii

x

x

ff4f
3

h
dx)x(P

ff2ff,fff

f
3

1
f2f2hdx)x(P

2i

i

2i

i



























 بنابراین 
 
 

 که با توجه به روابط
 
 

 چنین ساده می شود
 
 

 بنابراین فرمول قاعده سیمسون عبارت است از

 2i1ii

x

x
ff4f

3

h
dx)x(f

2i

i
 



 )*(برای به دست آوردن فرمول قاعده سیمسون در سراسر بازه            ، چــون 

]x,x[ .  را به کار برد)*( زوج باشد تا بتوان nتقریبی برای بازه            است لذا باید  2ii 

]x,x[ n0

)*( 
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 :داریم nبا فرض زوج بودن 
 
 
 
 

 :به دست می آوریم i=0 , 2 , … , n-2به ازای  )*(با به کار بردن 
 
 
 
 

 بنابراین ،. می نامیم  S(h)عبارت اخیر را با توجه به حرف اول کلمه سیمسون ، 
 
 
 

 .است  قاعده سیمسون مرکباین فرمول 

     n1n2n432210

x

x
ff4f

3

h
...ff4f

3

h
ff4f

3

h
dx)x(f

n

0

 





n

2n

4

2

2

0

n

0

x

x

x

x

x

x

x

x
dx)x(f...dx)x(fdx)x(fdx)x(f

)ff4f2...f2f4f2f4f(
3

h
)h(Sdx)x(f n1n2n43210

x

x

n

0
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 :مثال  5-3-2

 تقریبی از              به قاعده سیمسون با         و تقریبی دیگری به ازای 

 .محاسبه کنید




2

0
xdxsin

4
h




 :حل

 به ازای         داریم

8
h




00013/1
24

64046/7

)169552/341421/153073/10(
24

)
2

sin
8

3
sin4

4
sin2

8
sin40(sin

3

8)
8

(S

00228/1
12

)122(
)1220(

12

)
2

sin
4

sin40(sin
3

4)
4

(S
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 ملاحظه می شود که چون

 

 

جالب این که در         ، با توجه به . و بخصوص         ، نسبتا دقیق هستند        

 .داریم sinxو           را می دانیم ، نیاز به محاسبه سه تابع  sin0اینکه 

 .به دست آوردیم( 4-2-5)ضمنا ،       خیلی دقیقتر از        است که در مثال 

1

0

2xcosxdxsin2

0







)
4

(S


)
8

(S


)
8

(S


2sin



)
4

(S
)

8
(T
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 :مثال  5-3-3

 .تقریبی از             را به ازای قاعده سیمسون محاسبه کنید

 :حل

زیرا ، تعداد زیر فاصله ها )می توان اختیار کرد        است  hبزرگترین مقداری که برای 

 بنابراین ، داریم(. باید زوج باشد 


1

0

3dxx

2

1
h 

4

1

2

1
S

4

1

0

1

4

x
dxx

4

1
1

8

1
40

6

1

)1(f
2

1
f4)0(f

3

2

1

2

1
S

4
1

0

3


















































 اما
 

 یعنی،

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


البته این اتفاقی نیست و در ادامه ثابت خواهیم کرد که قاعده سیمسون برای چند 

 .جمله ای های تا درجه سه دقیق است 

 S(h)خطای  5-3-4

برای این منظور ، و . را حساب می کنیم )*( ابتدا خطای  S(h)برای تعیین خطای 

 .سادگی عملیات ، تفاضل زیر را محاسبه می کنیم 

 

 

 .که برابر                است 

 [a , b]و با توجه به علامات به کار برده شده در این فصل و پیوسته بودن         بر بازه 

 :داریم

 1ii1i

x

x
i ff4f

3

h
dx)x(fE

1i

1i
  





)4(

i

5

f
90

h


)(fh
180

)ab(
)h(ES )4(4 




)x(f )4(

(1)  
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 که از آن نتیجه می شود

 

 

را با دقتی که از قبل تعیین می شود محاسبه   S(h)با استفاده از را بطه بالا می توان 

 . کرد 

متناسب با      است و این خطـــا برای جند  S(h)این رابطه نشان می دهد که خطای

زیرا ، مشتق چهارم یک چند جمله ای که  )جمله ای های تا درجه سوم صفر است 

به عبارت دیگر روش سیمسون برای چند (. باشد  صفر است  3درجه آن نابیشتر از 

با توجه به اینکه     نقطه مشخصی نیست در . دقیق است  3جمله ایهای تا درجه 

 عمل فرض می کنند

4h



4

4

4

xxx

)4(

Mh
180

)ab(
)h(ES

M)x(fmax

n0
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 را چنان تعیین کنیم که hکه در آنگاه     عدد کوچک معلومی است ، کافی است 
 
 
 

 .مشکلی در محاسبه      نیست fالبته با داشتن تابع 

 را چنان پیدا کنیم کهS(h) یعنی ، اگر بخواهیم 






4

4Mh
180

)ab(

)h(ES

4M
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 :مثال  5-3-5

تقریبی از               را به روش سیمسون محاسبه کنید که خطای آن کمتر از      

 .باشد 




2

0
xdxcosx

510

 :حل
 :داریم f(x)=xcosxبا توجه به اینکه  

 
 
 
 

 :بنابراین با توجه به این که                     را به دست می آوریم
 
 
 

 .پس،            و قرار می دهیم

xcosxxsin4)x(f,xsinxxcos3)x(f

xcosxxsin2)x(f,xsinxxcos)x(f

)4( 



2
x0,M4




6
2

4xcosxxsin4xcosxxsin4)x(f )4( 




6M4 
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 که ازآن نتیجه می شود
 
 

 چون                        ،پس 

357/13
h2

n

1176/0
6

1/0h

10
60

h
6h

180

0
2Mh

180

)ab( 5
4

4

4

4




















 

2
abnh




مربوط به  hکه در نتیجه  n=14باید زوج باشد قرار می دهیم  nچون در روش سیمسون 

 .کمتر است ، چنین به دست می آید  0/1176آن ، که حتما از 
 
 
 

 .حساب کنیم h=0/1122را به ازای  S(h)به این ترتیب باید 

1122/0
28n

2h 
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 قاعده نقطه میانی 5-4

 روشهای انتگرال گیری ذوزنقه ای و سیمسون که تا کنون شرح داده ایم

 بنابراین،. از نقاط ابتدایی و انتهایی بازه انتگرال گیری استفاده می کنند 

 محاسبه تقریب هایی از انتگرال های نظیر

 

 

 -در این قسمت روش ساده ای را شرح می. به این روشها میسر نیست 

 نامعین f(b)یا f(a)دهیم که می توان تقریبهایی از                 را ، وقتی 

 .هستند ، به وسیله آن حساب کرد


b

a
dx)x(f


1

0 x

dx

 

1

1 2x1

dx
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 فرمول قاعده نقطه میانی 5-4-1

 در این قاعده قرار می دهیم 

         * 

 .شکل زیر چگونگی تقریب بالا را نشان می دهد













2

h
xhfdx)x(f i

x

x

1i

i
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 :فرمول این قاعده برای               به دست می آید)*( با استفاده مکرر از
b

a
dx)x(f



























  2

h
xhf...

2

h
xhf

2

h
xhfdx)x(f 1n10

b

a

 است،  Midpointحرف اول کلمه  Mنتیجه می دهد ، hکه با فاکتورگیری از 

     ** 

 

 

 ، bو aاز مقدار تابع در      و     یعنی)**( ملاحظه می شود که در فرمول 

 استفاده نشده است بنابراین ، می توان آن را برای انتــــگرال هایی که در  

 .  تعریف نشده اند به کار بریدf(b)یا  f(a)آنها 



































  2

h
xf...

2

h
xf

2

h
xfh)h(Mdx)x(f 1n10

b

a

nx
0x
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 مثال 5-4-2

 تقریبهایی از            را ، به روش نقطه میانی ، و به ازای             حساب

 کنید و خطای این مقادیر را به دست آورید


1

0

2dxx
4

1
,

2

1
h 

 :حل 

 مقدار واقعی انتگرال برابر است با

 

 به ازای             داریم                  در نتیجه

 

 

3

1

3

x
dxx

1

0

3
1

0

2 

5.0
2

1
h 25.0

4

1

2

h


3125.0625.05.0

)5625.00625.0(5.0))75.0()25.0((5.0)5.0(M 22
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25.0 به ازای               داریم                در نتیجه
4

1
h 125.0

2

h


328125.03125.125.0

)765625.0390625.0140625.0015625.0(25.0

))875.0()625.0()375.0()125.0((25.0)25.0(M







)D5(02083.03125.0
3

1
)5.0(M

3

1
)5.0(EM 

)D5(00521.0328125.0
3

1
)25.0(M

3

1
)25.0(EM 

 ثانیاً این خطاها. خطا     می شود  hمشاهده می شود که اولاً با نصف شدن 

 

 نصف خطاهای به دست آمده ، به ترتیب         و        برای قاعده ذوزنقه ای 

 .ثابت می شوند( 4-4-5)این نتایج برای حالت کلی در (.  2-2-5مثال )هستند

4

1

24

1

96

1
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 مثال 5-4-3

 .تقریبی از                   را حساب کنید
09.0

0 x

dx

 :حل

 :اولاً مقدار واقعی انتگرال چنین به دست می آید 

 

 

 ( : h = 0.03با انتخاب ) به دست می آوریم ** ضمناً با استفاده از فرمول 

6.0]x2[
x

dx 09.0

0

09.0

0


)6515.37140.4165.8(03.0

))075.0(f)045.0(f)015.0(f(03.0
x

dx09.0

0
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 بنابراین

 

 .خطا دارد که قابل توجه است 104 .0مشاهده می شود که این مقدار تقریبی حدود 

 بینهایت هستند f(b)یا  f(a)از این رو ، توصیه می شود که در نزدیـــکی نقاطی که  

 .بسیار کوچک اختیار شود  hمقدار 

495915.05305.1603.0
x

dx09.0

0


 به دست می آوریم  h = 0. 01با انتخاب 

 

 

 

 به طور کلی در چنین انتگرالهایی. است 07 .0خطای این مقدار تقریبی حدود 

 را بسیار کوچک اختیار  hباید برای قسمتی که نزدیک نقطه منفرد تابع است 

 . را خیلی کوچک نگرفت  hکرد و برای بقیه بازه 

539587.0

085.0

1
...

025.0

1

015.0

1

005.0

1
01.0

x

dx09.0

0
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 مثلاً قرار دهید

 

 

  02 .0را hوبرای                مقدار  002 .0را  hوبرای                   مقدار 

 

 در نظربگیرید ، با این انتخابها به دست می آوریم 

  
01.0

0

09.0

01.0

09.0

0
dx)x(fdx)x(f

x

dx


01.0

0
dx)x(f

09.0

01.0
dx)x(f

173031.0

)5409.109523.111421.142574.186228.31(002.0

009.0

1

007.0

1

005.0

1

003.0

1

001.0

1
002.0dx)x(f

01.0

0
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 :همچنین داریم

393782.06891.1902.0

)5355.30825.450711.4(02.0

08.0

1

06.0

1

04.0

1

02.0

1
02.0dx)x(f

09.0

01.0















 پس

 

 

 اما برای کم.   033187 .0برابر است با6 .0اختلاف این مقدار ، با مقدار واقعی 

 را باید کوچک گرفت، که در این صورت نیاز به کامپیوتر خواهد hکردن خطا ، 

 .بود تا تعداد زیاد جملات را حساب کند

566813.0393782.0173031.0
x

dx09.0

0
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 خطای قاعده نقطه میانی 5-4-4

 :برای این منظور  داریم. را حساب می کنیم * ابتدا خطای تقریب 

        (1) 

 

 همچنین با توجه به مطالب گذشته

 

 

 :که با توجه به این که                      چنین به دست می آید

         

        (2) 
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h
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 :داریم( 2)و ( 1)از تفریق 

           (3) 

 

 

 نتیجه می گیریم که خطای قاعده  نقطه میانی نصف خطای( 1( .)3)با مقایسه 

 :برای تعیین خطای کل چنین ادامه می دهیم . قاعده ذوزنقه ای است 

i

3
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3
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24
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 نتیجه می دهد ( 7-2-5)که با استفاده از قضیه 

)(fn
24

h
)h(EM

3



 ، پس nh = b-aچون 
 
 
 

 و یا
 
 
 

 وقتی مفید ( 4)البته . که در آن      در                           تعریف شده است
 

 .است که       متناهی باشد

2

bxa

M)x(fmax 



2M

2M

)ba()(f
24

h)ab(
)h(EM

2
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h)ab(
)h(EM




wWw.it98.ir

w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 خصوصیات روش نقطه میانی5-4-5

 این روش ظاهراً بهتر از روش ذوزنقه ای است زیرا خطای آن نصف خطای 

 علاوه . روش ذوزنقه ای است و از یک مقدار تابع نیز کمتر استفاده می کند

 دارند ( بینهایت)مقدار نامعین  bیا  aبراین ، برای انتگرال توابعی که در نقاط 

 اما قاعده ذوزنقه ای خاصیت جالبی داردکه نه روش نقطه .قابل استفاده است

 ثابتی  hفرض کنید به ازای . میانی و نه قاعده سیمسون آن خاصیت را ندارند

T(h) وM(h)  در . را حساب کرده ایدT(h) نقاطی که تابع در آنها باید حساب 

 :شود، عبارت انداز

 

 :نقاط عبارتند از M(h)ودر 

 
2

h
h)1n(a,...,

2

h3
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b,h)1n(a,...,h2a,ha,a 
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 :حال اگر بخواهیم           و         را به دست آوریم ، داریم

 :برای            

 

 

 :برای             

)
2

h
(T

)
2

h
(M

b,
2

h
h)1n(a,h)1n(a,...,

2

h3
a,ha,

2

h
a,a 

)
2

h
(M

)
2

h
(T

4

h
b,...,

4

h5
a,

4

h3
a,

4

h
a 

 به کار می روند در محاسبه T(h)مشاهده می شود که تمام نقاطی که برای محاسبه 

 بنابراین ، برای محاسبه( .زیر آنها خط کشیده شده است)نیز دیده می شوند          

 ولی ، هیچ . می توان از مقادیر تابع که قبلاً حساب شده است استفاده کرد           

  M(h)کدام ازنقاطی که در محاسبه          به کار می روند از نقاطی که در محاسبه 

 ! به کار رفته اند نیستند

)
2

h
(T

)
2

h
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 برای قاعده سیمسون نیز ضریب مقادیر چنان است که نمی توان از محاسبات قبلی 

 از خاصیت بالا در پیدا کردن . حساب کرد S(h)کمک گرفت             را به کمک 

 ، استفاده  T(h)مقادیر دقیقتر برای                     ، با استفاده از مقادیر نا دقیق 

 .می شود 

 اشکال دیگر قاعده نقطه میانی آن است که ممکن است نتوان آن را برای برآورد 

 مقدار انتگرال یک تابع جدولی به کار برد ، زیرا اگر مقدار تابع در نقــاطی که در 

 .جدول نیست لازم باشد ابتدا باید از درونیابی استفاده و این مقادیر را بر آورد کرد

)
2

h
(S


b

a
dx)x(f
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 مثال 5-4-6

 تقریبی از               را با استفاده از جدول مقادیر زیر ، و روش نقطه میانی

 .حساب کنید


2.1

0
dx)x(f

ix 4.00 2.0

if 1 2214.1 4918.1

6.0 18.0

8221.1 2255.2 7183.2

2.1

3201.3

 :حل

 4 .0را  h برای استفاده از روش نقطه میانی و جدول مقادیر بالا، تنها می توان

 مقادیر تابع در نقاط زیر               h = 0. 4با انتخاب . اختیار کرد 

                                   0. 2 , 0. 6 , 1 

 .مورد نیاز است 
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 بنابراین ، 
 
 

 استفاده کنیم مقدار تابع در نقاط زیر مورد نیاز است  h = 0. 2اگر بخواهیم از 
                                                  

0. 1  , 0. 3 ,  0. 5  ,  0. 7  , 0. 9  , 1. 1                             

 
 که هیچ کدام در جدول نیستند و باید مقادیر تبع را در این نقاط به کمک 

 
  !درونیابی بر آورد کرد

30472.2))1(f)6.0(f)2.0(f(4.0dx)x(f
2.1

0
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 قاعده رامبرگ 5-5

 با استفاده از قاعده رامبرگ ، و به کمک مقادیر تقریبی که از روشهای 

 ساده ای همچون قاعده ذوزنقه ای و قاعده سیمسون برای 

 در نقاط اضافی ، می توان  f حساب می شود، و بدون محاســـــبه تابع

 اساس این روش بر این . تقریبهای بهتری برای               حساب کرد 

 مطلب استوار است که می دانیم

        (1) 

 

 .هستند fام تابع  iو متناسب با مشتق  hکه در آن     ها مستقل از 


b

a
dx)x(f


b

a
dx)x(f

...hahaha)h(Tdx)x(fI 6

6

4

4
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 :را به     تبدیل کنیم خواهیم داشت h، ( 1)اگر در 
 

        (2) 
 

 کم می کنیم( 2)را از چهار برابر ( 1)معادله ( 2)و( 1)برای حذف     از معادلات 
 تا حاصل شود

 
 در نتیجه

 
         (3) 

 
 رابطه بالا نشان می دهد که مقدار 

 
 
 

 و        متناسب T(h)خطای ) است که خطای ان متناسب با     است  Iتقریبی از 
 .(با      است

...
2

h
a

2

h
a

2

h
a)

2

h
(TI

6

6

4

4

2

2 
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16
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)h(T)
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(T4II4 6

6

664

4

44 

...h
16

a5
h

4

a

3

)h(T)
2

h
(T4

I 6644 
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 مثال 5-5-1

 تقریب هایی از              را به قاعده ذوزنقه ای و با               حساب کنید و

 بعد به قاعده رامبرگ تقریب بهتری با استفاده از دو مقدار تقریبی حاصل را به

 .دست آورید 


1

0

3dxx
2

1
,1h 

 :حل
 داریم

 
 
 
 
 

 :و بنا بر قاعده رامبرگ داریم

16

5
1

2

1
20

2

2

1

2

1
T 3

3

3 
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 از طرف دیگر ،               یعنی تقریبی که از قاعده رامبرگ به دست می آید با

 . قابل توجیه است ( 3)این نتیجه با استفاده از. مقدار واقعی انتگرال مساوی است 

 زیرا ، خطای کسر بالا مساوی است با

 

 اما می دانیم که از .ام تابع                 است  i که در آن     متناسب با مشتق

 مشتق مر تبه چهارم به بعد این تابع صفر است ، در نیجه مقدار کسر با مقدار

 .واقعی انتگرال برابر است

4

1
dxx

1

0

3 

...haha 6

6

4

4 

ia3x)x(f 
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 تعمیم قاعده رامبرگ 5-5-2

 ابتدا به قاعده . در عمل تلفیقی از قاعده ذوزنقه ای و قاعده رامبرگ به کار می رود 

 ذوزنقه ای مقادیر زیر را حساب می شود

k0kkk
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 بعد به قاعده رامبرگ و به کمک     ها مقادیر. خطای      متناسب با      است 

4h .زیر را به دست می آوریم، که خطای هر یک متناسب با      است 

i0T
2

ih
i0T

3

TT4
T

3

TT4
T

3

TT4
T

)1k(0k0

)1k(1

0102
11

0001
10
















 .می توان باز هم به کمک      ها تقریبهای بهتری برای               حساب کرد 

  hرا چنین می نویسیم، برای     به جای( 3)برای این منظور 

             (4) 

i1T
b

a
dx)x(f

ih

...hahaTI
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 اگر در تساوی بالا به جای    مقدار      را قرار دهیم به دست می آوریم

         (5) 

 

 

 کم می کنیم تا حاصل شود( 5)را از     برابر ( 4)حال 

 

 

 به این ترتیب. است  fو متناسب با مشتق ششم تابع  hکه در آن      مستقل از 

 به قرار زیر( را ، ت  دو آی بخوانید)     بعد از محاسبه      ها به محاسبه      ها 

 .می پردازیم 
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,...3,2,1p,...2,1,0i,
14

TT4
T

14
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1112

2

21

2

1011

2
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 ام از قاعده رامبرگ داریم Pدر مرحله 

  2p+1و خطای     متناسب با        است و برای چند جمله ای های تا درجه 

 :با استفاده از فرمول بالا اعداد جدول زیر حساب می شوند. دقیق است 
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 ثابت می شود که ،
 
 

 بنابراین ، در عمل     ها را حساب می کنیم و وقتی ، برای    مفروض ، داشته
 

 باشیم

 

 

 توجه. عملیات را متوقف و        را به عنوان تقریبی از                 می پذیریم 

 

 داشته باشید که     به کمک       های اولیه که از قاعــــده ذوزنقه ای حاصل 

 

 .می شوند به دست می آید و نیازی به محاسبه مجدد تابع ندارد



b

a
0p

P
dx)x(fTlim

0pT

 0p0)1p( TT
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 مثال 5-5-4

 تقریب هایی از               را به قاعده ذوزنقه ای به ازای                   حساب 

 کنید و با استفاده از مقادیر حساب شده، و به قاعده رامبرگ ، تقریبی بهتر برای

 .این انتگرال به دست آورید 


2

0

5dxx
2

1
,1,2h 

 :حل
 بنابراین. و                  b = 2   ,   a = 0داریم 

5x)x(f 

     172120
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1T 555 
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 حال جدول زیر را تشکیل می دهیم
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 از طرف دیگر    
 
 
 

 مشاهده می شود که مقدار      دقیقاً با مقدار انتگرال برابر است و این بدین خاطر
 

 !(یعنی خطایش صفر است) است که     برای توابع تا درجه               دقیق است 
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 قاعده های دقیقتر 5-6

 اگر به فرمول قاعده ذوزنقه ای توجه کنید مشاهده می کنید که
 
 
 

 .که خطای آن نیز                است
 

 وهمچنین از فرمول قاعده سیمسون نتیجه می شود که
 
 
 
 

 .و خطای آن                    است 
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 بنابراین ، به طور کلی ، دنبال قواعدی می گردیم که در آنها
 
 
 

 در اینجا آنچه می تواند مجهول باشد نقاط                 و ضرایب

 نیز خطای E. است ، که در اینجا دو روش برای محاسبه آنها ارائه می کنیم 

 . است                 

Efwdx)x(f
m

0k kk

x

x

m

 

01m x,x,...,x0m w,...,w

 

m

0k kkfw

 کوتز –روش نیوتن  5-6-1
 در این روش نقاط                 معلوم فرض می شوند ، مثلاً متساوی الفاصله

 و به صورت

 

 . مجهول                 به دست آید  (m+1)بنابراین باید 

01m x,x,...,x

1m,...,2,1,0i,hxx i1i 
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 :                          قرار می دهیم( 1)برای این منظور، در

E = 0                                                                  

 وقتی که

 

 mیعنی ،    ها را چنان پیدا می کنیم که خطای               برای چند جمله ای های تا درجه 

برای این  . در زیر فرمول قاعده چهار نقطه ای یا قاعده       را به دست می آوریم . صفر باشد

منظور ، بدون این که به کلیت خللی وارد شود قرار می دهیم                             ،         

 بنابراین ، باید داشته باشیم  

 

 که در آن           ، یعنی
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 وقتی که E = 0حال برا ی به دست آوردن      تا      قرار می دهیم 
 
 

 :به این ترتیب چهار معادله زیر حاصل می شود
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 :که پس از خلاصه کردن دستگاه زیر حاصل می شود
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h3wwww

321
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321

3210

 معادلات سوم و چهارم، پس از حذف     به کمک یه معادله دوم ، به صورت زیر
 :در می آیند

 
      (2)                      

 
 :اگر     را نیز از معادله دوم دستگاه اخیر حذف کنیم حاصل می شود

1w
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 به دست می آید( 2)از معادله 
 

 حاصل می شود( 1)سپس از معادله دوم 
 

 به دست می آوریم( 2)و بالاخره از معادله اول 
 
 

 بنابراین فرمول چهار نقطه ای عبارت است از
 
 
 

 که با تغییر متغیر                   به صورت زیر در می آید
 
 
 

 که در آن طبق معمول ،
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 .نیز معروف است  ضرایب مجهولروش فوق  به روش 

 . نیز به همین ترتیب به دست می آیند... کوتز پنج نقطه ای و –فرمول های نیوتن 

 به طور . در زیر جدول مربوط به این فرمولها ، ضرایب و خطای آنها ، آمده است 

 :کلی داریم

             (3) 

 که در آن                  و

 فرد باشد mاگر                                   

 زوج باشد mاگر                                                    

 

 .زوج است mپس بهتر است از فرمول هایی استفاده کنیم که در آنها 

)(fhAfaAdx)x(f )l(1l
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 نتیـــجه می شود آن است که ضرایب جملات متــــساوی البعد( 1)آنچه از جدول 

 بعضی ضرایب   m  = 8ضرایب همــگی مثبت ولی برای     m = 7تا . از طرفین برابرند 

 اصولاً توصیه می شود ، با توجه به این که محاســـبه       ها توام با . منفی هستند 

 های بزرگ ضرایب      ممکن است منفی باشـــــند، فرمول های mخطاست وبرای 

 های زوج را اختیار   mبخصوص . های کوچک به کار برید  mکوتز  را برای   –نیوتن  

 نقطه ای  4و (یعنی قاعده سیمسون)نقطه  3فرمول های ( 3)کنید و مثلاً با توجه به 

 .هر دو برای چند جمله ایهای تا درجه سوم دقیق هستند( یعنی قاعده       ) 

 یعنی،)اما روش سیمسون از یک نقطه کمتر استفاده می کند و قدر مطلق خطای آن 

 .نیز کوچکتر است( یعنی       ) از قدر مطلق خطای قاعده       (         
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 روش گاوس 5-6-2

 در این روش نقاط و ضرایب همگی مجهول فرض می شوند پس در فرمول

 

 

(m+1)  نقطه                   و(m+1) جهت به . ضریب               مجهول هستند 

 برای E = 0مجهول قرار می دهیم  2m+2دست آوردن این 

 

 به عبارت دیگر کاری می کنیم که                     برای چند جمله ای ایهای تا

 . دقیق باشد 2m+1درجه 

 

 کوتز دقیقتر –واضح است که این روش از روش های متناظر در روش نیوتن 

 .است

Efwdx)x(f
m

0k kk
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01m x,x,...,x
0m w,...,w
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 فرمول قاعده دو نقطه ای گاوس 5-6-3

 به دست  [1 ,1-]به دلایلی که بعدا شرح می دهیم ، فرمول گاوس را برای بازه 

 را به ســادگی می توان به  [1 ,1-]و  [a,b]واضح است که بازه های . می آوریم 

 با تغییر متغیر. هم تبدیل کرد 

 

 و:                       به دست می آوریم

 

 که در آن 

 

 پس ، فرمول دو نقطه ای گاوس را برای

 .به دست می آوریم

)]ab(u)ab[(
2

1
x 

du
2

)ab(
dx
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 می خواهیم داشته باشیم

 

 

 برای E = 0برای تعیین                    قرار می دهیم 

 

 کوتز عمل کردیم ، در اینجا نیز دستگاه زیر  –همان طور که در روش نیوتن 

 :حاصل می شود

Efwdx)x(f
1

0k kk

1

1
 

01 x,x,w,w 01

32 x,x,x,1)x(f 
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 مشاهده می شود که چهار معادله و چهار مجهول داریم که نسبت به          خطی

 مشکل حل این دستگاهها تا مدتی) ولی نسبت به              غیر خطی هستند 

 .این دستگاه را به طریق زیر حل می کنیم( . مانع از کاربرد آنها بود

01 w,w

01 x,x

 جمع می کنیم تا حاصل شود (4)را در    ضرب و با معادله  (2)معادله 

 

 بنابراین، باید داشته باشیم

        (5) 

 در زیر ثابت می کنیم که تنها                     و بقیه عوامل سمت چپ تساوی  

 فرض کنید . این مطلب را به برهان خلف ثابت می کنیم . مخالف صفر هستند(5)

0xxwxw x
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 نتیجه می گیریم (2)از این تساوی و 

         (7) 

 نتیجه می دهند( 3)و ( 7)و  (6)

 

 پس فرض           باطل است و          باز هم فرض می کنیم. که یک تناض است 

 که از آن نتیجه می شود               

        (8) 

 نتیجه می دهند( 2)و( 8)

        (9) 

 نتیجه می گیریم( 1)که با توجه به 

 

0xw 00 
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 پس( چرا؟)که خلاف            است 

 

 از این رو ، باید داشته باشیم

 یعنی،

0xw 11 

0xx 01 

0xx 01 

01 xx 

 و    صفر نیستند و معمولاً    کوچکتر از    فرض می شود    چون 

         (10) 

 به دست می آوریم( 3)و( 9)از  

 

 نتیجه می دهد( 1)که با توجه به 
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 ،( 10)بنابراین ، با توجه به 

3 و

3

3

1
x0 

3

3
xx 01 

 نتیجه می شود که( 2)و ( 9)ضمناً از 

 

 که چون          نتیجه می دهد

 

 به دست می آوریم( 11)و( 1)از 

 بنابراین ، فرمول دو نقطه ای گاوس عبارت است از

0100100 x)ww(xwxw0 

0x0 

0ww 10 

1ww 10 
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 مطابق آنچه عمل )این فرمول برای چند جمله ایهای تا درجه سوم دقیق است 

 بناباین ، قاعده دونقطه گاوس.و تنها از دو مقدار تابع استفاده می کند( کردیم

 از نظر دقت و خطا تقریباً نظیر قاعده سیمسون است که از سه مقـــدار تابع   

 .استفاده می کند ، در نتیجه از آن بهتر است

 

 خوشبختانه مقادیر                    حساب شده اند و در جدو لهایی در اختیار 

 این مقادیر را نشان ( 2)جدول .استفاده کنندگان از این روش قرار می گیرند 

 .می دهد 

 

 از جمله خصوصیات این دسته از فرمولهای انتگرالگیری گاوس این است که 

 :فرد باشد تعداد نقاط زوج است و داریم  mاگر 
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 زوج باشد تعداد نقاط فرد است و داریم mو اگر 
 

      )**( 
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2

1m
,...,1,0i,

ww

xx

iim

iim 












 )*( 

wWw.it98.ir

W
 
w
 
W
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


m ix iw

90617985.0xx

53846931.0xx

0x

86113631.0xx

33998104.0xx

5

3
xx

0x

3

3
xx

04

13

2

03

12

02

1

0

















23692689.0ww

47862867.0ww

56888889.0w

34785485.0ww

65214515.0ww

9

5
ww

9

8
w

1ww

04

13

2

03

12

02

1

01
















1 

 

2 

 

 

3 

 

 

 

4 

 (2)جدول 

wWw.it98.ir

w
 
W
 
w
 
.
 
i
 
t
 
9
 
8
 
.
 
i
 
r

www.it98.ir www.it98.ir

w w
 w

 . 
i t

 9
 8

 . 
i r

http://www.it98.ir
http://www.it98.ir
http://www.it98.ir


 از خصوصیات بارز فرمولهای انتگرالگیری گاوس آن است که تمام ضرایب    

 این ویژگی و دقت بالای این. مثبت هستند و مهمتر اینکه                      

 تنها اشکال روش انتگرال. فرمولهای استفاده از آنها را اجتناب ناپذیر می کند 

 است که                ابتدا به [1,1-]گیری گاوس استفاده از بازه 

 اشکال دیگر ، که با ظهور کامپیوتر ها عمده نیست ، اصم بودن. تبدیل شود 

 .نقاط و ضرایب است که استفاده از این روشهارابا دست خسته کننده می کند 

 ولی بایک برنامه کامپیوتری می توان یکبار، و برای همیشه ، نقاط و ضرایب را 

 .کامپیوتر داد و برای همیشه از آنها استفاده کرد

iw

1w i 
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 مثال 5-6-4

 با استفاده از فرمول چهار نقطه ای گاوس تقریبی از انتگرال زیر را حساب  -1    

 .کنید
dx

x

xsin
I

3

1

2



 :حل
 داریم x = u+2با تغییر متغیر 

 
 
 

 به دست می آوریم n = 3، به ازای ( 2)که با توجه به جدول 

du
)2u(

)2u(sin
I

3

1

2
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 فرمول چهار نقطه ای گاوس را برای محاسبه تقریبی از انتگرال زیر به کار -2    
 .برید

dttsinI 2

0




 :حل

 با تغییر متغیر                         به دست می آوریم

 

 

 

 نقطه و به قاعده   65را با   1.000000می توانید تحقیق کنید که تقریب    

 !سیمسون می توان به دست آورد

)1u(
4
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sin
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dttsin
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