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(فػل اٍل ): همسهِ   
زريلَم هٌْسسٖ ّو٘طِ ٗک هسئلِ ٍلتٖ ثِ ًت٘جِ هٖ رسس کِ جَاة ًْبٖٗ آى ثِ  غَرت ٗک يسز 

زرست ثبضس ٍلٖ ّو٘ي هَرز زر ثس٘برٕ اس هسبئل هطکلاتٖ را ثِ ٍجَز هٖ آٍرز کِ اس لحبل التػبزٕ 

همزٍى ثِ غزفِ ً٘ست، ٗب اٌٗکِ رٍش تحل٘لٖ هستملٖ را ثزإ آى ًوٖ تَاى اثلاٌ کزز ٍ ٗب اس ًهز سهبًٖ 

رس٘سى ثِ آى ايساز ثس٘بر قبلت فزسب ٍ سهبى ثز است، لذا اٌٗجبست کِ سزٍکلِ هحبسجبت يسزٕ پ٘ساهٖ 

. ضَز 

: خطاّا 

ذكبّبٖٗ ٍجَز زارزکِ اٗي ذكبّب ثزذٖ اسآًْب لبثل چطن پَضٖ است ٍلٖ ثزذٖ زٗگز : ذكبٕ زستگبّْب 

را هٖ تَاً٘ن ثب اًتربة رٍش ّبٕ کبراتز آًْب را کن کٌ٘ن کِ ذَضجرتبًِ زرزً٘بٕ کًٌَٖ ٍ نَْرکبهپَ٘تز 

. اٗي ذكبّب ثِ سزيت کن ٍکوتزهٖ ضَز

زرهسبئل زر ذ٘لٖ اس هَارز هب ًوٖ تَاً٘ن ٗک يسزٕ کِ زارإ ثٖ ًْبٗت رلن ايطبر   هٖ : ذكبٕ حذفٖ 

ثبضس را جبٗگشٗي کٌ٘ن، لذا اس ٗک هزحلِ ثِ ثًس ثبٗس اس ثمِ٘ ارلبم چطن پَضٖ کٌ٘ن کِ اٗي يول ثب 

. يول ثزٗسى ثزإ ارلبم هٌػفبًِ ً٘ست، ٍلٖ ثزإ ثسف ّب هٌكمٖ است . گززکززى ٗب ثزٗسى اًجبم هٖ ضَز

: هثلاً 

                                                    ثزٗسى               
7!5!3!

753 xxx
xxSin   

 0345791011234/3                                                   گزز کززى                              

:  عول گرد کردى 

:   حبلت زارز 3اُم (n+1) اُم اًجبم زّ٘ن رلن nاگز ثرَاّ٘ن يول ثزش را زر رلن 

 5 <اُم (n+1)رلن  (1

 5 >اُم (n+1)رلن  (2

 5= اُم (n+1)رلن  (3
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 ثَز 5اگز کَچکتز اس . اُم اؾبفِ هٖ کٌ٘ن ٍ يول ثزش را اًجبم هٖ زّ٘نnزر حبلت اٍل ٗک ٍاحس ثِ رلن 

. ، يول ثزش را اًجبم هٖ زّ٘ن ثسٍى ّ٘چگًَِ تغ٘٘زاتٖ (حبلت زٍم )

 ثبضس، اگزارلبم ثًساسآى ّوِ غفز ثبضٌس هبًٌس حبلت زٍم يول هٖ کٌ٘ن؛ ٍ ثزٗسى 5ٍ حبلت سَم؛ اگزهسبٍٕ 

ٍاگز ٗکٖ اس آًْب هربلف غفز ثبضس هبًٌس حبلت اٍل يول هٖ کٌ٘ن؛ ٗک ٍاحس ثِ هبلجل اؾبفِ، ٍ ثًس . ٍ توبم

. ثزٗسى 

: هثبل 

75/3  749320/3 

74/3  742014/3 

7422/3  74215000/3 

7429/3  742950001/3 

: ًحَُ تعییي ارقام  باهعٌا 

زرايسازٕ کِ لسرهكلك )، جشء رلن ّبٕ هًٌٖ زار ّستٌس ٍلٖ غفز9ٍ...1ٍ2ٍکلِ٘ رلن ّبٕ : ارلبم هًٌٖ زار

اگزثلافبغلِ ثًس اس هو٘ش ضزٍو ًطسُ ثبضس ٍ ٗب ثزإ جبّبٕ ذبلٖ ثِ کبر ًزفتِ ثبضس  ( ثبضس1آًْب کَچکتز اس 

. جشء رلن ّبٕ هًٌٖ زار ثِ حسبة هٖ آٌٗس

. ارلبم هًٌٖ زار ايساز سٗز را هطرع کٌ٘س: هثبل 

 435/23      → رلن ثبهًٌب     5                                               

 035/23      → رلن ثبهًٌب     5                                                

 325/0       →     رلن ثبهًٌب  3                                             

 0325/0     → رلن ثبهًٌب      3                                                 

 0032/0     → رلن ثبهًٌب      2                                          

 00/6         → رلن ثبهًٌب      3                                            

 2300        →     3/2 ×310     → رلن ثبهًٌب     2                 
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     30/2 310     → رلن ثبهًٌب     3                              

: ذكبٕ هكلك 

 ًوبٗص زّ٘ن، آًگبُ ذكبّبٕ هكلك را ثب x ٍ همسارتمزٗجٖ آى را ثب  Xاگز همسار ٍالًٖ ٗک کو٘ت را ثب

e(Error)  ثِ غَرت سٗز ًوبٗص هٖ زّ٘ن :

                                                                                         xXe  زر  

Xxeثًؿٖ اس کتت آًزا ثِ غَرت   ًِوبٗص هٖ زٌّس، اهب هٌكمٖ آى است کِ اس اٗي ثِ ثًس آى را ث 

: غَرت سٗز ًوبٗص زّ٘ن 

xXe                                                                                         

: هثبل 

....0/666666..
3
2
X 

0/666667
3
2
x 

: ذكبٕ ًسجٖ

 همسار تمزٗجٖ آى يسز ثبضس زر اٗي غَرت ذكبٕ ًسجٖ xهمسار ٍالًٖ ٗک يسز ٍ   X ذكبٕ هكلك ٍ  eاگز

:  ٍ ثِ غَرت سٗز ًوبٗص هٖ زّ٘ن rرا ثب

X

xX

X

e
r


 

زر ث٘طتز اٍلبت هب ذكبٕ هكلك را ثِ کبر هٖ ثزٗن ٍلٖ زر هَالًٖ کِ کو٘ت ذ٘لٖ ثشرگ ٗب ذ٘لٖ کَچک 

. ثبضس ذكبٕ ًسجٖ زارإ هًٌبٕ ث٘طتزٕ است 

 ثبضس ذكبٕ هكلك سٗبز جبلت ً٘ست حبل 710 ٍ ذكبٕ هكلك 1410هثلاً ٍلتٖ کِ همسار ٍالًٖ ٗک کو٘ت 

: اگز ذكبٕ ًسجٖ ّو٘ي هسئلِ ثزرسٖ ضَز 

0/000000110
10

10 7-
14

7


X

e
r 

هٖ ثٌ٘٘ن کِ ذكبٕ جبلت تزٕ است الجتِ تَجِ ضَز کِ زر هحبسجِ ذكبٕ ًسجٖ اگز همسار ٍالًٖ 
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:  ٗک کو٘ت را ًساضت٘ن اس همسار تمزٗجٖ آى استفبزُ هٖ کٌ٘ن زر حبلت کلٖ هٖ تَاً٘ن چٌ٘ي ثگَٗ٘ن

« .زر جوى ٍ تفزٗك ذكبٕ هكلك هف٘ساًس ٍ زر ؾزة ٍ تمس٘ن ذكبٕ ًسجٖ »

تَجِ ضَز کِ ذكبٕ هكلك زارإ ثًس کو٘ت هَرز اًساسُ گ٘زٕ هٖ ثبضس ًٌٖٗ اگز زر ٗک اًساسُ : ًکتِ 

گ٘زٕ ٍاحس اًساسُ گ٘زٕ هب هتز است ذكبٕ هكلك ً٘ش ثز اسبس هتز است زر حبلٖ کِ ذكبٕ ًسجٖ زارإ 

 رلن ايطبر گزز ضسُ ثبضس زرآًػَرت ذكبٕ هكلك Kثًُس ًوٖ ثبضس ؾوٌبً ثبثت هٖ ضَز کِ اگز يسزٕ تب 

: زر ًبهسبٍٕ سٗز غسق هٖ کٌس

ke  10
2
1

 

 ه٘لٖ 100را کِ قَل آى B  هتز است ثب تمزٗت ٗک ّشارم هتز ٍ ه٘لِ 10 را کِ قَل آى Aه٘لٔ : هثبل

.  ه٘لٖ هتزاًساسُ گزفتِ اًس زلت کسام ٗک اس اٗي زٍ اًساسُ گ٘زٕ ثْتز است 01/0هتزاست ثب تمزٗت 

:  ذكبٕ ًبضٖ اس گززکززى

 Aه٘لٔ  : 

                                                                      
33 10

2
1

10
2
1   AA EE  

20000
1

102

1
10
1021

10 4

3











AE :  ٖذكبٕ ًسجA 

 Bه٘لٔ  : 

                                                                      
22 10

2
1

10
2
1   BB EE  

20000
1

102

1
100

1021
100 4

2











BE :  ٖذكبٕ ًسجB 

 را D سبًتٖ هتز اًساسُ گ٘زٕ کززُ اٗن ٍ ه٘لٔ 01/0 هتز است ثب تمزٗت 10 را کِ قَل آى Cه٘لٔ : توزٗي 

.   سبًتٖ هتز اًساسُ گ٘زٕ کززٗن، زلت کسام ٗک ث٘طتز است01/0 ه٘لٖ هتز است ثب تمزٗت 10کِ قَل آى 











 mcme

mX
C 410 0/01

10
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200000

1
10
1021 4







X

CE =  ٖذكبٕ ًسجC      410
2
1

CE 











 mmcme

mmX
D 310 0/01

10
 

 
20000

1
10
1021 3







X

DE =  ٖذكبٕ ًسجD      310
2
1

DE 

 C  ذكبٕ ًسجٖ D  ذكبٕ ًسجٖ .    ث٘طتز استCزلت 

: ذكبٕ حبغل جوى 

 ذكبّبٕ هكلك هتٌبنز ثب آًْب ثبضٌس، 1e ٍ 2e ثبضٌس ٍ 1X ٍ 2X زٍ تمزٗت اس کو٘ت ّبٕ 1x ٍ 2xاگز 

:  زارٗن 

111111 xeXxXe  

222222 xeXxXe  

                                      
2121

2121221121

eeee

eexxxexeXX



 )()(
   

 1eًٌٖٗ لسرهكلك هجوَو زٍ يسز کوتز ٗب هسبٍٕ هجوَو ذكبّبٕ تک تک آى ايساز هٖ ثبضس حبل اگز 

 رلن ايطبر 2k تب   2x ذكبٕ ًبضٖ اس گززکززى 2eرلن ايطبر ٍ 1k تب 1xذكبٕ ًبضٖ اس گزز کززى 

: ثبضس زر اٌٗػَرت رٍاثف سٗز ثزلزار است

111 10
2
1

10
2
1

10
2
1

11
kkk

ee


 

222 10
2
1

10
2
1

10
2
1

22
kkk

ee


 

2121حبل ثب تَجِ ثِ راثكٔ  eeee  زارٗن   :

)(  21

21

1010
2
1

10
2
1

10
2
1

21

2121

kk

kk

ee

eeee









 

)()()(- 2121 1010
2
1

1010
2
1

21
kkkk

ee


 
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 :  (ذكبٕ تفبؾل)ذكبٕ حبغل تفزٗك 

:  ثب تَجِ ثِ هكبلت گفتِ ضسٓ فَق، يٌ٘بً ّوبى هكبلت ثزإ تفبؾل تکزار هٖ ضَز، ًٌٖٗ ثِ زست   هٖ آٗس 

)()(- 2121 1010
2
1

1010
2
1

21
kkkk

ee


 

:  ذكبٕ حبغل ؾزة 

111 exX  

222 exX  

21122121221121 eeexexxxexexXX  )( ).( 

:   ٗک همسار ثس٘بر کَچک هٖ ثبضس لذا لبثل غزف ًهز هٖ ثبضس 21eeثب تَجِ ثِ اٌٗکِ 

12212121 exexxxXX  

:  ذكبٕ حبغل ؾزة ثزاثز است ثب 

21 10
2
1

10
2
1

211221

122112211221

12211221

kk
xxexex

exexexexexex

exexexex








 

21:                                                                       ثبثت کٌ٘س کِ : هثبل  rrr  

21

212211

21

2121

21 XX

xxexex

XX

xxXX

XX

e
r







)()(
اثجبت  ) 

21

2121122121
XX

xxeeexexxx 
 

:   ثِ زل٘ل کَچک ثَزى لبثل چطن پَضٖ هٖ ثبضس 21eeاس قزفٖ 
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21

21
2

2

1

1

21

12

21

21

21

2112

21

2121

21

122

21

211

21

12

21

21

21

1221

rrr

rr
X

e

X

e

XX

eX

XX

eX

XX

eeeX

XX

eeeX

XX

eeX

XX

eeX

XX

ex

XX

ex

XX

exex





















)(

)(

 

:  ذكبٕ حبغل تمس٘ن 

2

2

1

1

2

2

1

1
X

e

X

e

X

e

X

e
 

 

 

                                                 اگز                                                      : لؿِ٘ 

:                                                 آًگبُ 
.....99.....99.

111
1

nkn
m

bbccbb
aaA

.................
......


 

 

 /23715:                                                                                                   هثبل 

198
3017

990
2-237

1523715/  

 :  2هجٌبٕ 

 :  2ثسف ايساز غح٘ح زر هجٌبٕ 

:   راُ اٍل 

 

 

n                 تب k  تب 
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             210 (100111)(39)    

 39 = 32 + 7:                                                                                        راُ زٍم 

                                                                                           3 + 4 + 32    =

                                                                                      1 +2 + 4 + 32 = 

210

0125

(100111)(39)
2222



 

12،24،28،216،232،264،22 0123456  *(

0/031250/625،20/125،20/25،20/5،22 -5-4-3-2-1  

.   ثجزٗس2 را ثِ هجٌبٕ 75/0يسز : هثبل 

2
-2-1 (0/11)               220/250/50/75  

.   ثجزٗس2 را ثِ هجٌبٕ 625/9يسز : هثبل 

 

                                          210 (1001)(9)  

 

210

2
-3-1

1001/101)(9/625)

     (0/101) 220/1250/50/625

(

    

:  رٍش سبزُ تز 

)(.  ث٘ي غفز ٍ ٗک ثبضسA سهبًٖ کِ يسز 2ثزإ ثسف ايساز زر هجٌبٕ  10  A جسٍلٖ را تِْ٘ هٖ کٌ٘ن

:  ثِ ضزح سٗز 

، ستَى [A2]، ستَى چْبرم A2ستَى سَم .  کِ ٗک ضوبرًسُ استi هٖ ثبضس، ستَى زٍم Aستَى اٍل 

ّز سكز را تکو٘ل کززُ ٍ يسز حبغل ستَى آذز را ثِ .  اٗي جسٍل را تطک٘ل هٖ زّ٘نA2[-A2]پٌجن 

اٗي يول تب سهبًٖ تکزار هٖ ضَز کِ زر ستَى اٍل يسز تکزارٕ ًساضتِ ثبض٘ن . ستَى ٗک اًتمبل هٖ زّ٘ن
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ثِ هحؽ تکزار ضسى آى الگَرٗتن ذتن ٍ ثب تَجِ ثِ ستَى چْبرم ٗک هو٘ش ًَضتِ ٍ ايساز آى را اس ثبلا ثِ 

.  پبٗ٘ي هٖ ًَٗس٘ن

: هثبل 
7
.   ثجزٗس2 را ثِ هجٌبٕ 3

[A2-]A2 [A2 ]A2 i A  

7
6 0 

7
6 1 

7
3 

 

7
5 1 

7
12 2 

7
6 

7
3 1 

7
10 3 

7
5 

    
7
3 

                                                                    210 )011(0/)
7
3

(  

.   ثِ زست آٍرٗس2 را زر هجٌبٕ 1/0ثسف ايطبرٕ : هثبل 

[A2-]A2 [A2 ]A2 i A  

10
2 0 

10
2 1 

10
1  

 

 

10
4 0 

10
4 2 

10
2 

10
8 0 

10
8 3 

10
4 

10
6 1 

10
16 4 

10
8 

10
2 1 

10
12 5 

10
6 

    
10
2 
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                                                          210 )0011(0/0)
10
1

(  

فزؼ کٌ٘س : هثبل 
n

n
an

1
 ٕذكب ،na چمسر است1ثِ يٌَاى تمزٗجٖ اس يسز   .

nnn

n
ae n

111
-1 


)( 

 ثشرگتز اذت٘بر ضَز nهطبّسُ هٖ ضَز کِ ّز چِ 
n

 ثِ ٗک ًشزٗکتز هٖ na کَچکتز هٖ ضَز ٍ زر ًت٘جِ 1

. ضَز

:   کَچکتز ضَز کبفٖ است لزار زّ٘ن 001/0اس هثلاً  naاگز ثرَاّ٘ن ذكبٕ 

0/001
1000

11


n
ae n )( 

.  هٖ ثبضس1001لذا اٍل٘ي يسزٕ کِ زر ًبهسبٍٕ اذ٘ز غسق هٖ کٌس  n>  1000کِ اس آى ًت٘جِ هٖ ضَز 

:  لذا 

D)1/000999(6
1001
1002

na 

 هجَْل است ٍ ٗب حتٖ زر A را زاضتِ ثبض٘ن، هًوَلاً Aاهب ّو٘طِ ٍؾى ثِ گًَِ إ ً٘ست کِ يسز - 

 ثِ راحتٖ لبثل ث٘بى ً٘ست، لذا زر اٌٗجبست کِ ذكبٕ هكلك حسٕ ثِ هب کوک هٖ e(a)حبلت هًلَم ثَزى 

.  کٌس

.   را ثٌَٗس٘س41/1 است، ذكبٕ هكلك 2 تمزٗجٖ اس 41/1هٖ زاً٘ن کِ : هثبل 

(                                                           1            )1/4121/412(1/41) e 

:   را ثب استفبزُ اس هبض٘ي حسبة ثٌَٗس٘ن ثزاثز است ثب 2اگز ثسف ايطبرٕ 

)D2(91/414213562  

:  جبٗگشٗي کٌ٘ن، ثزاثز است ثب  (1)کِ اگز همسارش را زر 

2....0/00421356(1/41) e 
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1/412 ثِ سبزگٖ لبثل ث٘بى ً٘ست ٍ ّوبى e(1/41)هطبّسُ هٖ ضَز کِ   ث٘بى سبزُ تز ٍ    زل٘ك تز اس 

.  آى است

.   را ثساً٘ن2حبل فزؼ کٌ٘ن کِ حسٍز 

0/0051/41                                      
0/0051/4120/004                                        

1/41-1/4151/4121/41-1/4141/41521/414







)e(

 

 را ثِ 41/1 هٖ ثبضس ٍ تب حس سٗبزٕ همسار ًشزٗکٖ 41/1 ٗک کزاى ثبلا ثزإ ذكبٕ 005/0ثسْٖٗ است کِ 

.   ًطبى هٖ زّس2

.  ًوبٗص هٖ زّ٘نae هٖ ًبه٘ن ٍ ثب a را ٗک ذكبٕ هكلك e(a)ّز يسز ًبکوتز اس : تًزٗف 

aeae:                                                                                          ثٌبثزاٗي  )( 

(ae هٌحػز ثِ فزز ً٘ست، ثز ذلاف e(a)کِ هٌحػز ثِ فزز است .) 

:  پس زارٗن 

  
],[

a

)(

aa

aaaa

a

eaeaA

eAeaeaAe

eaAae







      

:  ارلبم ثب هًٌبٕ زرست ٗک تمزٗت 

.  ّستٌس (ًپز) eّز ٗک اس ايساز سٗز ٗک تمزٗت اس يسز 

                7181/2 ،718/2 ،72/2 ،3 

سؤالٖ کِ اٌٗجب هكزح است اٗي است کِ تًساز ارلبم ثب هًٌبٕ ٗک تمزٗت هؤٗس زلت آى تمزٗت ً٘ست، هثلاً 

 هٖ ثبضس 3ٍ اس قزفٖ تمزٗت زٗگز آى يسز .  رلن ثبهًٌب زارز7 است کِ e تمزٗجٖ اس يسز 718238/3يسز 

.  حبل لؿبٍت ثب ذَز ضوب. کِ فمف ٗک رلن ثبهًٌب زارز

پس ارلبم ثبهًٌب زلت هب را ًطبى ًوٖ زٌّس، حبل هٖ ذَاّ٘ن رٍضٖ را ث٘بى کٌ٘ن کِ ارلبم ثبهًٌبٕ زرست 

.  را ثِ هب ارائِ زٌّس
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a ٍ 08/8 = a= 997/7 ٍ 000/8 هسبٍٕ است ثب Aفزؼ کٌ٘س : هثبل   ِهطبّسُ هٖ ضَز ک a  ٍزرست ز

آٗب هٖ .  ً٘ستA هسبٍٕ ارلبم aاهب ّ٘چ ٗک اس ارلبم  (ثب حفم ارسش ّز رلن).  زارزAرلن هسبٍٕ ثب ارلبم  

aتَاى گفت ارلبم زرست   ث٘طتز اس ارلبم زرست aهٖ ثبضس، ذَاّ٘ن زٗس کِ ذ٘ز   .

:  هفَْم ارلبم ثبهًٌبٕ زرست ّز تمزٗت راثكٔ تٌگبتٌگ ثب زلتِ آى تمزٗت زارز زر اٌٗجب ذكبّبٕ هكلك ثزاثز 

003/0 =e(a) 

08/0( =a )e  

اهب تًساز ارلبم ثبهًٌب چگًَِ هحبسجِ       هٖ کٌٌس، .  ثبٗس تًساز ارلبم زرست ث٘طتزٕ زاضتِ ثبضسaزر ٍالى 

:  زارٗن 

فزؼ کٌ٘س                                 : تًزٗف 
)(a                                                           

......

m 0

1010 1
1



 


m
m

m
m aaa 

dn کِ n ثبضس زر اٗي غَرت ثشرگتزٗي يسز غح٘ح ًبهٌفٖ a تًساز ارلبم ثبهًٌبٕ a ٍ dثسف ايطبرٕ   

 ٍnmaA  .   ًبه٘سُ هٖ ضَزa تًساز ارلبم ثبهًٌبٕ زرست 105

:   زارٗن mاهب ثزإ هحبسجٔ 

m ( = [a]تًساز ارلبم )- 1 1a 

m [- = aتًساز غفزّبٕ ثلافبغلِ ثًس اس هو٘ش زر ثسف + 1] 10 a 

A ٍ 997/7 =a ٍ 08/8=a= 00/8اگز : هثبل   تًساز ارلبم ثبهًٌبٕ زرست ،a ٍ a را ثٌَٗس٘س   .

a ٍ aثب تَجِ ِٗ اٌٗکِ جشء غح٘ح  (حل  ،ايساز ٗک رلوٖ ّستٌس m ثزإ ّز زٍ غفز است ٍ زارٗن                                                                                       :

003/0 =e(a) 

.   را ثِ زست هٖ آٍرٗن کِ زر ًبهسبٍٕ سٗز غسق کٌسnحبل ثبٗس ثشرگتزٗي 

n 01050/003 

aٍ ثزإ .  رلن ثبهًٌبٕ زرست هٖ ثبضس3 زارإ a هٖ ثبضس ًٌٖٗ 3 ثزاثز nثسْٖٗ است کِ ثشرگتزٗي  

n:                                                                      زارٗن  01050/08)ae( 
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.   هٖ ثبضس ًٌٖٗ ٗک رلن ثبهًٌبٕ زرست زارز1 ثزاثز nکِ 

 را a ٍ b تًـساز ارلـبم ثبهًـٌبٕ زرسـت a ٍ 6/100 =b= 98/99 ٍ ز ثبضـA= 100اگـز : توزٗي 

.  ثٌَٗس٘س

nmaAaema  1050/0211(2)1 ,)(, 

a ٕرلن ثبهًٌبٕ زرست هٖ ثبضس3 زارا     .  31050/02 1 nn 

nmbAbAbemb  1050/621 ,)(, 

B ٕ21050/6.     رلن ثبهًٌبٕ زرست هٖ ثبضس2 زارا 2   nn 

:  فصل دٍم 

:  ریشۀ هعادلات 

 را ثِ لسوٖ aًٌٖٗ يسز . زر رٗبؾ٘بت هٌْسسٖ اغلت ًبچبرٗن کِ جَاة ّبٕ هًبزلٔ سٗز را ثِ زست آٍرٗن

:  پ٘سا کٌ٘ن کِ 

00 


)()( afxf
ax

 

 ٗک تبثى هًلَم است ثِ غَرت ججزٕ f(x) هٖ ًبهٌس کِ زر اٌٗجب f(x) را رٗطٔ هًبزلٔ aزر آى غَرت يسز 

 ٗک تبثى هتًبلٖ است اگز ثز حست تَاثى هثلثبتٖ، هًکَس هثلثبتٖ، ًوبٖٗ ٍ ٗب لگبرٗتوٖ fتبثى )ٗب هتًبلٖ 

ٍ هب ثِ اٗي هطکل ثزذَرز هٖ کٌ٘ن کِ ّو٘طِ ثب رٍش ّبٕ هًوَل ًوٖ تَاً٘ن آًْب را حل کٌ٘ن ٍ  (.ثبضس

رٗطٔ آًْب را ث٘بث٘ن، لذا زر اٗي جب ثِ هحبسجبت يسزٕ پٌبُ هٖ آٍرٗن، کِ رٍش ّبٕ تکزارٕ تمزٗت اس رٗطٔ 

.  هًبزلات را ثِ هب هٖ زّس

رٍش تکزارٕ يسزٕ چ٘ست ؟  - 

 ٍ جبٗگذارٕ آى زر ٗک يجبرت     زًجبلِ إ اس 0xرٍضٖ است کِ ثب اذت٘بر کززى ٗک همسار اذت٘برٕ هثل 

ixّب را ثِ زست هٖ آٍرٗن   .

 0xًمكٔ ضزٍو 

)( ii xgx 1 
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0x 

)( 01 xgx  

)( 12 xgx  

)( 1 nn xgx


 

.  رٍش ّبٕ تکزارٕ فزاٍاًٖ ٍجَز زارز کِ ثِ اذتػبر چٌس رٍش اس آًْب را تَؾ٘ح هٖ زّ٘ن

                                                        fix point : (ًقطۀ ثابت)رٍش تکراری سادُ 

:   را ثِ زست آٍرٗن کِ زارٗنx = g(x) يجبرت f(x)= 0سًٖ هٖ کٌ٘ن زر اٗي رٍش اس هًبزلٔ 

)( ii xgx 1 

 هٌبست زر آى 0x ٍ g(x)ّب ثِ زست هٖ آٗس کِ ثب اًتربة هٌبست ix زًجبلِ إ اس 0xکِ ثب زاضتي 

.   ّوگزا هٖ ضَزf(x)غَرت زًجبلٔ يسزٕ ضوب ثِ رٗطٔ هًبزلٔ 

132ثب استفبزُ اس رٍش تکزار سبزُ رٗطٔ هًبزلٔ : هثبل   xxxf تب چْبر رلن ).  را ثِ زست آٍرٗس)(

. (ايطبر

132  xxxf )( 

                                                     )(x 1
3
1

13 22  xxx  

                                                        )(g(x) 1
3
1 2  x          ٍ    )( ii xgx 1 

)(:                                                                                     لذا  1
3
1 2

1  ii xx 

10 x 

0/667
3
2

11
3
1 2

1  )(x 

0/48151
3
2

3
1 2

2  ))((x 

    0/3839    ،  0/3893  ،   0/4106 543  xxx 
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    0/3820    ،  0/3821  ،   0/3825 876  xxx 

 0/38209 x 

 -0xزلرَاُ است ٍلٖ يوساً ٗک گزفتِ هٖ ضَز   .

 ّب g(x) ّبٕ هتًسزٕ ثِ زست هٖ آٗس ٍلٖ هًلَم ً٘ست کِ توبم اٗي f(x) ،g(x)تَجِ ضَز کِ ثزإ 

)(، الشاهبً توبم زًجبلِ ّبٕ 0xثِ يجبرت زٗگز ثب زاضتي . هٌبست ثبضٌس ii xgx 1 ٔ0 ثِ رٗطٔ هًبزل =

f(x)ّوگزا ًوٖ ضَز   .

.   ّبٕ هوکي را هٖ ًَٗس٘نg(x)هثلاً ثزإ تبثى سٗز تًسازٕ اس 

132  xxxf )( 

)(x 1
3
1

13 22  xxx 

)((x)g 1
3
1 2

1  x 

13

131313

3

2
2





xxg

xxgxxx

)(                                                   

)(x
 

1212012 2
4

22  xxxxxxx (x)gx 

3
1

3
1

1313013

5

22

-x
)(

-x
)-x(x







xg

xxxxx

 

x
)(

x
x

1313
13013 6

22 





x
xg

x
xxxx 

ثِ زست آهسُ زر ثبلا حل کٌ٘س ؟  xg2)(هثبل لجل را ثب : هثبل 

0132  xxxf )( 

131313013 22  xxgxxxxx )(x 

131  ii xx 

40 x 
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2/64513(4)1 x 

2/63313(7)2 x 

2/6261)3( 23  xx 

2/6221)3( 34  xx 

  2/618   ،    2/618   ،   2/619    ،    2/620 8765  xxxx 

 (تب سِ رلن ايطبر)

:  هثبل 

322  xxxf )( 

    3/004 ،  3/011

، 3/034  ،   3/104  ،3/317    ، 4

3232

3232032

54

3210

1

22











xx

xxxx

xxxxg

xxxxxx

ii)(

             

 

 زٗگز زر ًهز g(x)حبل اگز ّو٘ي هسئلِ را ثب ٗک .  ّوگزا هٖ ضَزx= 3هلاحهِ هٖ ضَز کِ ثِ رٗطٔ 

:  ثگ٘زٗن، زارٗن 

  
















210

1

  ،  1/5  ، 4

323232
                                                                                           032

xxx

x

x
x

x

x
xg

x

x

xxx

i

i
i   )(x

.

 

 

 

 را ثِ ضکل زٗگز زر g(x)حبل اگز . ّوگزا هٖ گززز (-1)هلاحهِ هٖ ضَز کِ ثِ غَرت هتٌبٍة ثِ رٗطٔ 

:  ًهز ثگ٘زٗن، زارٗن 
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



 )()()(

)( 

3
2
1

3
2
1

3
2
1

32032

2
1

2

222

ii xxxxg

xxxxxx

 

        ،    ، 4 210                          xxx 

)(هلاحهِ هٖ ضَز کِ زر اٗي حبلت زًجبلٔ  ii xgx 1ثب تَجِ ثِ هكبلت فَق هًبزلٔ .  ٍاگزا هٖ گززز

0 =f(x) را هٖ تَاى ثِ غَرت ّبٕ هرتلف x = g(x) هزتت ًوَز، ثِ يجبرت زٗگز g(x) ّبٕ هتفبٍتٖ را

 ّوگزا هٖ f(x) ّب هف٘سًس ٍ ثِ رٗطٔ هًبزلٔ g(x)سؤال اٗي است کِ آٗب توبم اٗي . هٖ تَاى تَل٘س کزز

 را چگًَِ اًتربة کٌ٘ن، ثزإ جَاة زازى ثِ اٗي سؤالات 0xضًَس ٍ سؤال زٗگز اٗي است کِ همسار اٍل٘ٔ 

:  لؿ٘ٔ ثس٘بر سٗجبٕ سٗز را ثب توبم ٍجَز هٖ پذٗزٗن 

g(x) ٍ )(xg زارإ رٗطِ ثَزُ ٍ [a,b] زر فبغلٔ f(x)= 0اگز : لؿ٘ٔ ّوگزاٖٗ   ٍ ِزر اٗي فبغلِ پَ٘ست 

)(xg  زر ضزـ سٗز غسق کٌس   :

b][a, x:           )(  1mxg 

)(آًگبُ زًجبلٔ  ii xgx 1 ٔ0 ثِ رٗطٔ هًبزل =f(x) 0 ّوگزا هٖ ضَز ، زر ؾويx ٔرا هٖ تَاى اس فبغل 

[a,b]تَجِ ضَز کِ ضزـ فَق ٗک ضزـ کبفٖ است ٍ ضزـ لاسم ًوٖ ثبضس؛ سٗزا ثزإ ثًؿٖ .  اًتربة ًوَز

.  هسبئل ضزـ فَق ثزلزار ًجَزُ ٍلٖ ثِ سوت جَاة ّوگزا هٖ ضَز

.  ثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ سبزُ، رٗطٔ هًبزلٔ سٗز را ث٘بث٘س: هثبل 

13  xxxf )( 

1

1

1

1
111

22
23







x
xg

x
xxxx )(x)( 

.                                            لذا ضزـ ّوگزاٖٗ ثزلزار است



 1

1)(

2
22x

x
xg )(   

0/682328

0/701  ، 0/729  ،   0/8  ،  0/5  ، 1

5

43210





x

xxxxx
 

 0/653  ،    ،  0/610  ، 0/5 510  xxx  
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.  رٗطٔ هًبزلٔ سٗز را اس رٍش تکزارٕ سبزُ ثِ زست آٍرٗس: هثبل 

xexf x 3)( 

xxxx exgexexxe
3
1

3
1

303  )( 

 

ix
i ex

3
1

1   

16/7   ،   3/91  ،  2/46  ، 2

0/567  ، 0/530  ،   0/465  ،  0/333  ، 0

3210

43210





xxxx

xxxxx
 

00هلاحهِ هٖ ضَز کِ ثِ اسإ  x ٕ20 ثِ سوت رٗطِ ّوگزا ٍ ثِ اسا xثزإ ثزرسٖ .  ٍاگزا هٖ ثبضس

:  کززى اٗي هَؾَو ثِ سزاٌ لؿ٘ٔ ّوگزاٖٗ هٖ رٍٗن 

33

xx e
xg

e
xg  )()(  

 31
3

1
3

 x
xx

e
ee        ٖٗ1 ضزـ ّوگزا )(xg 

                                                                                            1/13  xLne xLn  

1اگز ًتَاً٘ن : ًکتِ  )(xg را سبزُ کٌ٘ن ايساز را چک هٖ کٌ٘ن اگز زر راثكِ غسق کزز ّوگزا هٖ ضَز 

.  ٍ ثزيکس

.  ثب تَجِ ثِ رٍش تکزارٕ سبزُ رٗطِ ّبٕ هًبزلات سٗز را ث٘بث٘س: توزٗي 

                                          4102 32  x-xf(x) II)                      )( ) xxxfI 

:  رٍش پیذا کردى ریشِ با استفادُ از رسن هٌحٌی 

.   را ثِ غَرت تفبؾل زٍ تبثى کِ رسن آًْب سبزُ است ًَضتf(x)ثًؿٖ اٍلبت هٖ تَاى 

)()()( xfxfxf 21  

:  هٌحٌٖ ّبٕ سٗز را رسن هٖ کٌ٘ن 

)(،    )( xfyxfy 2211  
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 f)( ثبضس آًگبُ                          f)(0حبل هٖ گَٗ٘ن اگز 

021  )(  - )(  ff 

  )(   )( 21 ff 

ًٌٖٗ ًمكٔ 



A ٌٖ1 رٍٕ هٌحy ٍ 2y لزار زارز، ثِ يجبرت زٗگز  ٕقَل ًمكٔ تمبقى      هٌحٌٖ ّب 

1y ٍ 2yاس اٗي رٍ هٌحٌٖ ّب را رسن هٖ کٌ٘ن ٍ قَل ًمبـ تمبقى آًْب را هٖ ٗبث٘ن.  هٖ ثبضس  .

.   ثزاثز است ثب ًمكِ تمبقى زٍ هٌحٌٖf(x)لذا رٗطِ 

 

 

Cosxxxfحسٍز ٍ تًساز رٗطِ ّبٕ هًبزلٔ : هثبل  )(را تً٘٘ي کٌ٘س   .

)()()( xfxfxf 21  

)()( xCosxxf  

xxfCosxxf  )(    و  )( 21 

 

.  تًساز ٍ هحل رٗطِ ّبٕ هًبزلٔ سٗز را تً٘٘ي کٌ٘س: توزٗي 

))(( 32  xxxCosx 

:  رٍش تکراری ًیَتي 



 www.icivil.ir     پرتال جامع داوشجًیان ي مهىدسیه عمران 
 

22 

 

 ٗک f رٍش تکزارٕ ًَ٘تي هٖ ثبضس کِ زر آى f(x)= 0ٗکٖ زٗگز اس رٍش ّبٕ تکزارٕ ثزإ حل هًبزلٔ 

 را ثب ٗک هوبس هٌبست تمزٗت هٖ fقزس يول ثِ اٗي ضکل است کِ ًوَزار . تبثى هستك پذٗز هٖ ثبضس

 را لكى f(x) ّب ثِ قَرٕ کِ        ًوَزار xٍ رسن يوَزٕ ثز هحَر 0xًوبٗ٘ن، سپس ثب اًتربة همسار 

لكى 1x ّب را زر ًمكِ إ ثِ قَل x رسن هٖ کٌ٘ن، تب هحَر f(x)سپس اس ًمكٔ تلالٖ هوبس ثز . ًوبٗس

:  حبل هًبزلٔ هوبس را ثِ زست هٖ آٍرٗن . کٌس

 

  

),D(x

)f,C(x

),B(x

),(

0

0

2

11

1

00 fxA

 

 

 

 

 

 

:   را هٖ ًَٗس٘ن A ٍ B ٍ گذرا اس زٍ ًمكٔ f(x)حبل هًبزلٔ ذف هوبس ثز 

000
f)(x)(  fxfm xAB =  ض٘ت ذفAB 

)( AABA xxmyy   هًبزلٔ ذف 

                                                                     )x(ff 000  xy 

:   ثبٗس زر هًبزلٔ فَق غسق کٌس Bحبل ًمكٔ 

                   *  
0

0
0101

0

0
01000

f

f
x)x(

f

f
)x(ff





 xxx 

.   را هٖ ًَٗس٘نC ٍ D ٍ گذر اس زٍ ًمكٔ f(x)حبل هًبزلٔ ذف هوبس ثز 

111
f)(x)(  fxfm xCD =  ض٘تCD 

B( 1x ,0) 

 

D ( 2x ,0) 

 

X2 x1          x0 
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)( CCDC xxmyy   هًبزلٔ ذف 

                                                                      )x(ff 111  xy 

.   ثبٗس زر هًبزلٔ فَق غسق کٌسDحبل ًمكٔ 

                    **                 
1

1
0212

1

1
12110

f

f
x)x(

f

f
)x(ff





 xxx 

 هحبسجِ ضَز، ثٌبثزاٗي هٖ 3x ٍ 4x ٍ  .... ٍnxثِ ّو٘ي تزت٘ت اٗي يول را ازاهِ هٖ زّ٘ن تب همبزٗز 

:  تَاى اس ثحث ّبٕ گفتِ ضسٓ فزهَل کلٖ سٗز را استرزاج کزز 

n,....,i                      0,1,21 



i

i
ii

f

f
xx 

.  رٍش تکزارٕ ًَ٘تي ثِ رٍش هوبسٖ ً٘ش هًزٍف است : (1)تذکز 

ًٌٖٗ تَسف ).  تمزٗت هٖ ضَز1 تَسف کث٘ز الجولٔ زرجٔ f(x)زر رٍش تکزارٕ ًَ٘تي ًوَزار  : (2)تذکز 

.   را هٖ ٗبث٘ن1رٗطٔ کث٘ز الجولٔ زرجٔ .  را ثِ زست آٍرٗنf(x)ٍ ثِ جبٕ آًکِ رٗطٔ  (ثٖ ًْبٗت ذف هوبس

.  ثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ ًَ٘تي، رٗطٔ هًبزلٔ سٗز را ث٘بث٘س: هثبل 

  13  xxf(x)  

   فزهَل تکزارٕ ًَ٘تي   
)(

)(

i

i
ii

xf

xf
xx


1 

   
x

x

x

xx

13

12

13

1
2

3

12

3

1








 

i

i
i

i

ii
ii xxx :  زارٗن

if ix i 

37500/0 5/0 0 

07873/0 71429/0 1 

00204/0 68318/0 2 

00000/0 68233/0 3 

00000/0 68233/0 4 
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.   رلن ايطبر هٖ ثبضس5 تب f(x) رٗطٔ هًبزلٔ 68233/0پس ًت٘جِ هٖ گ٘زٗن کِ 

 C= 2زر حبلت ذبظ ).  را هحبسجِ کٌ٘سCثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ ًَ٘تي ـ رافسَى، جذر يسز : هثبل 

 (ثگ٘زٗس

)(

)()(

i
ii

i

i
ii

x

C
xx

x

Cx
xx

xxfCxxfCxxCxC








 2
1

2

20

1

2

1

222

 

:   ثبضس C= 2حبل اگز 

)(
i

ii
x

xx
2

2
1

1  

:          ثگ٘زٗن، زارٗن 0x= 1حبل اگز 
 1/414214   ،       1/414214

 1/414216  ، 1/416667    ،  1/5  ، 1

54

3210





xx

xxxx
 

104هًبزلٔ : هثبل   xxرا ثِ رٍش ًَ٘تي ثِ زست آٍرٗس   .

141001010 3444  x(x)fxxf(x)xxxx 

   
x

x

x

xx
-

i

i

i

i

14

103

14

10
3

4

13

4

1











  i

i
i

i

i
ii xx

xf

fx
xx 

if ix   تکزار

2608/338 1 1 

9843/103 333/4 2 

1390/30 2908/3 3 

0162/1 0982/2 4 

0323/0 8956/1 5 

0003/0 8569/1 6 

 8556/1 7 

  8 
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لاسم ثِ ٗبزآٍرٕ است کِ رٍش تکزارٕ ًَ٘تي ثزإ حل هًبهلات ججزٕ ٍ هثلثبتٖ ثِ کبر هٖ رٍز، - 

ّوچٌ٘ي اس آى ثزإ هًبزلاتٖ کِ زارإ ؾزائت هََّهٖ ٍ ٗب رٗطٔ هََّهٖ ثبضٌس ً٘ش استفبزُ    هٖ ضَز، 

 حم٘مٖ ثبضس زر غَرت ّوگزاٖٗ 0xزر ؾوي زر ٗک هًبهلٔ ججزٕ ثب ؾزائت حم٘مٖ، اگز همسار اٍلِ٘ ًٌٖٗ 

ثزإ آًکِ ّوگزاٖٗ رٍش تکزارٕ ًَ٘تي را هَرز . ثِ رٗطٔ حم٘مٖ ّوگزا ضسُ ٍ ثِ رٗطٔ هََّهٖ ًوٖ رس٘ن

ثزرسٖ لزار زّ٘ن، کبف٘ست ثِ جولٔ 
)(

)(

i

i

xf

xf


اٗي جولِ ثبيث هٖ ضَز کِ زر ّز تکزار ثِ . تَجِ ضَز 

. رٗطٔ ٍالًٖ ًشزٗک ٗب زٍر ضَٗن، زر ٍالى اٗي جولِ هوکي است ثبيث ذكب ضَز، ٗب اٌٗکِ اغلاح ضسُ ثبضس

 ّب ثبضس سزيتِ ّوگزاٖٗ ثس٘بر x ًشزٗک رٗطِ تمزٗجبً يوَز ثز هحَر f(x)اس ًمكِ ًهز ٌّسسٖ اگز ًوَزار 

هثلاً . سزٗى است، ٍلٖ اگز ًوَزار تبثى زر ًشزٗکٖ رٗطِ تمزٗجبً افمٖ ثبضس سزيتِ ّوگزاٖٗ ثس٘بر کٌس است

)( اگزixزر ّز ًمكٔ  ixf ًمبـ يكف هٌحٌٖ .  هسبٍٕ غفز ثبضس، آًگبُ رٍش تکزارٕ ًَ٘تي کبرثزز ًسارز

ٗک ضزـ کبفٖ ثزإ رٍش تکزارٕ . زر زاهٌٔ هحبسجبت اٗجبز اضکبل هٖ کٌس ٍ هوکي است رٍش ٍاگزا ضَز

:  ًَ٘تي ٍجَز زارز کِ آى را ثِ غَرت سٗز هٖ پذٗزٗن 

xf)(اگز : ًکتِ   ٍ )(xf  ٔزر فبغل ),( ax0 ٍ ُتغ٘٘ز يلاهت ًساز)( 0xf ٍ )( 0xf  ،ّن يلاهت ثبضٌس 

ثٌبثزاٗي ثزإ رٗطِ ّبٕ سبزُ رٍش تکزارٕ ًَ٘تي .  ّوگزا هٖ ضَزaآًگبُ رٍش تکزارٕ ًَ٘تي ثِ رٗطٔ 

:  رٍش تکزارٕ ًَ٘تي هوکي است زر اثز ٗکٖ اس حبلات سٗز ّوگزا ًطَز . سزًٗبً ّوگزا هٖ ضَز

.   رٗطٔ حم٘مٖ ًساضتِ ثبضسf(x)هوکي است کِ تبثى  (الف

.   زر اقزاف رٗطِ حبلت تمبرى زاضتِ ثبضسf(x)هوکي است کِ ًوَزار  (ة

 کِ اًتربة هٖ کٌ٘ن ذ٘لٖ ذ٘لٖ زٍرتز اس رٗطٔ ٍالًٖ 0xهوکي است کِ زر رٍش تکزارٕ ًَ٘تي  (ج

.  اًتربة ضَز

04103ثباستفبزُ اس رٍش تکزارٕ ًَ٘تي رٗطٔ هًبزلٔ : توزٗي   xxf(x) ٔرا ثِ زست آٍرٗس ٍ ثزًبه 

 (تب چْبر رلن ايطبر زلت)کبهپَ٘تزٕ آى را ثٌَٗس٘س 

  (رٍش ٍتری) (S-m): رٍش قاطع 
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)(اگز زر فزهَل تکزارٕ ًَ٘تي ثِ جبٕ  ixf  يجبرت 
1

1









ii

ii

xx

xfxf )()(
جبٗگشٗي کٌ٘ن     هًبزلِ إ ثِ 

:  غَرت سٗز ثِ زست هٖ آٗس 

   
)(

)(

i

i
ii

xf

xf
xx


1 

   
)()(

)(

1

1
1











ii

ii

i
ii

xx

xfxf

xf
xx 

)()(

)()(

)()(

)()()()(

   
)()(

)()(

1

11
1

1

11
1

1

1
1































ii

iiii
i

ii

iiiiiiii
i

ii

iiiii
ii

xfxf

xfxxfx
x

xfxf

xfxxfxxfxxfx
x

xfxf

xfxxxfx
xx

 

00 ٍ ًمبـ ضزٍو (S-m)ثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ لبقى : هثبل  x ٍ 11 xرٗطٔ هًبزلٔ سٗز را ث٘بث٘س                                                                                   .

xCosxxf )( 

,......    
)()(

)()(

01
01 10

2
ff

fxfx
x




 

 

if ix i 

1 0/0 0 

45970/0 -0/1 1 

08930/0 68507/0 2 

00466/0 73630/0 3 

00006/0 -73912/0 4 

00000/0 73908/0 5 

:  هسئلِ سٗز را حل ٍ ثزًبهِ کبهپَ٘تزٕ آى را ً٘ش ثٌَٗس٘س : توزٗي 
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04103 رٗطٔ هًبزلٔ S-mثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ لبقى ٗب   xxf(x)ثزإ .  را ثِ زست آٍرٗس

0/50ًمكٔ ضزٍو  x ٍ 11 x( رلن ايطبر زلت4تب ).  زر ًهز ثگ٘زٗس  

  (ًابجایی) : F-pرٍش تکراری 

 تمزٗت ضسُ ٍ ثزإ ثِ زست آٍرزى رٗطٔ تبثى 1 تَسف کث٘ز الجولِ إ زرجِ f(x)زر اٗي رٍش هٌحٌٖ 

f(x) ٔرا ثِ زست هٖ آٍرٗن، ثِ يجبرت زٗگز هٌحٌٖ 1، رٗطٔ کث٘ز الجولٔ زرج f(x) تَسف پبرُ ذف AB 

 را ثب هحَر AB ّب؛ هحل تلالٖ پبرُ ذف x ثب هحَر f(x)تمزٗت هٖ ضَز، ثزإ ثِ زست آٍرزى هحل تلالٖ 

x ّب ثِ زست هٖ آٍرٗن، ثٌبثزاٗي هًبزلٔ پبرُ ذف AB را هٖ ًَٗس٘ن   :

 

:   را هٖ ًَٗس٘ن ABحبل هًبزلٔ ذف 

bx

bfxf
mAB






0

0  ABض٘ت ذف = )()(

:  هًبزلٔ ذف را هٖ ًَٗس٘ن 

)( BABB xxmyy   

)(
)()(

)( 0
0

0
0 xx

bx

bfxf
xf 




  

),(حبل ثبٗس ًمكٔ  01xC زر هًبزلِ غسق کٌس : 

)(
)()(

)( 01
0

0
00 xx

bx

bfxf
xf 




  
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)()(

)()(

0

00
1

xfbf

xbfbfx
x




  

:   ًَضتِ ٍ تکزار کٌ٘ن، زارٗن ADاگز اٗي رًٍس را ثزإ ذف 

)()(

)()(

1

11
2

xfbf

xbfbfx
x




  

:  لذا زر حبلت کلٖ هٖ تَاى ًَضت 

0,1,2,...1 



 i            

)()(

)()(

i

ii
i

xfbf

xbfbfx
x  

 ثِ رٍش پبرُ F-pرٍشِ تکزارٕ . زر اٗي رٍش چَى ً٘بس ثِ هحبسجٔ هطتك ً٘ست ثٌبثزاٗي رٍضٖ است سبزُ

.  ذف ٗب رٍش زرٍى ٗبثٖ ذكٖ ً٘ش هًزٍف است

00                                             :  ثبٗستٖ قَرٕ اًتربة ضَز کِ b ٍ 0x: تذکز  )().( xfbf 

 . ثِ ذبقز اٌٗکِ رٗطِ زاضتِ ثبضس

013 همسار تمزٗجٖ رٗطٔ هًبزلٔ F-pثب استفبزُ اس رٍش : هثبل   xxxf 1210 را ثب )(  b و  x 

.  (تب چْبر رلن ايطبر زرست). ثِ زست آٍرٗس

شرط       :11  
00/51                                            

بررسي0/3750/5







)(

)()(

)(:

f

ff

f

  

. لذا زر اٗي ث٘ي رٗطِ ٍجَز زارز  

)()(

)()(

0

00
1

xfbf

xbfbfx
x




  

0/6823
0/6823  0/6822، 0/6817،

0/6797  0/6712،  0/6364،  0/5،

7

654

3210







x

xxx

xxxx

 

b     رٗطٔ هًبزلٔ سٗز را ثب فزؼ F-pثب استفبزُ اس رٍش تکزارٕ : توزٗي  02 0  xهًبزلٔ و ٍ 

1 xxxf sin)(1/1141615 ثبر تکزار 5ثًس اس ). را ثِ زست آٍرٗس x )

 رٍش ٍتری S-mرٍش 
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 ًابجایی P-mرٍش 

رٍش تٌصیف ـ دٍ بخشی  

 :  F-p ٍ S-mتفاٍت هیاى رٍش ّای 

گزچِ ثز حست نبّز اذتلافٖ ثِ ًهز ًوٖ رسس ٍ زر ّز زٍ رٍش ثِ زٍ همسار اٍلِ٘ ً٘بس زارٗن، اهب زر رٍش 

F-p ٔ٘ٗک همسار اٍل b ٕ0 ّو٘طِ ثبثت است ٍ هزتت جبx 1 را ثبx ٕ1 ٍ جبx 2 ثبx ٍ يَؼ هٖ ضَز 

 S-m هحػَر ضسُ ٍ زر ًْبٗت ثِ رٗطٔ هًبزلِ ّوگزا هٖ ضَز ٍلٖ زر رٍش ix ٍ bزر ؾوي رٗطٔ ث٘ي 

زر ؾوي رٗطٔ هًبزلِ هًلَم ً٘ست کِ زر ... .  ً٘بس زارٗن ٍ 0x ٍ 1x ثِ 2xاٌٗكَر ًجَزُ ٍ ثزإ هحبسجٔ 

اس قزف زٗگز .  هحػَر ضسُ ثبضس زر ًت٘جِ هوکي است رٍش ثِ رٗطٔ هًبزلِ ّوگزا ًطَزix ٍ 1ixه٘بى 

ثب تَجِ ثِ .  ث٘طتز استF-p ثِ رٗطِ ّوگزا ضَز؛ سزيت ّوگزاٖٗ آى اس سزيت ّوگزاٖٗ S-mاگز رٍش 

ثزإ . هجبحث فَق اٗي سؤال پ٘ص هٖ آٗس کِ زر رٍش ّبٕ تکزارٕ تب چٌس تکزار هحبسجبت را ازاهِ زّ٘ن

:  پبسد ثِ اٗي سؤال ٗکٖ اس لبيسُ ّبٕ سٗز را پ٘ص هٖ گ٘زٗن 

 يسزٕ ثبضس کِ ذكب را هطرع هٖ کٌس، زر اٗي غَرت ثِ هحؽ آًکِ ضزـ  eفزؼ کٌ٘س کِ  (الف

exx  ii .  ثزلزار ضس، تًساز تکزار هتَلف هٖ ضَز 1

dxfيلاٍُ ثز لسوت الف هوکي است اس ضزـ  (ة )( i استفبزُ کٌ٘ن کِ زر آى d ٗک يسز ثس٘بر 

.  کَچک ٍ هتٌبست ثب تًساز ارلبم ايطبر زرست است

 n استفبزُ کٌ٘ن، ثسٗي هًٌٖ کِ اگز لسوت ّبٕ الف ٍ ة رخ ًسّس ثًس اس doهوکي است اس ٗک حلمٔ  (ج

.  تکزار هتَلف ضَز

:  هرتبۀ ّوگرایی 

       هـٖ ضَز، f(a)= 0 غسق کززُ ًٌٖٗ f(x)زر آى غَرت زر هًبزلٔ .  ثبضسf(x)= 0 رٗطٔ هًبزلٔ aاگز 

)(اس قزفـٖ اگز فزهَل تکزارٕ  ii xgx 1ثزإ ثِ زست آٍرزى رٗطٔ هًبزلِ ثِ کبر ، 

axen:                        ثب فزؼ . g(a) = a:  زر راثكِ غسق کٌس، ًٌٖٗ aرٍز ثبٗستٖ   n 

:             هٖ تَاً٘ن ثٌَٗس٘ن 
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                                                                  axen  n 

                                                                   aex n n 

      )*(    aex n   11n 

حبل زر راثكٔ . اُه٘ي تکزار هٖ ثبضس (n+1) ذكب زر 1ne اُه٘ي تکزار ٍ nذكب زر neکِ زر آى 

)( nn xgx 1 ٕثِ جب nx هسبٍٗص را لزار هٖ زّ٘ن   :

)( nn xgx 1  

aex n n  

)(n aegx n 1  

تزک٘ت ٍ ذلاغٔ آى را ثِ  (*) ثِ غَرت سٗز ًَضت ٍ آى را ثب راثكٔ aکِ هٖ تَاى ثسف ت٘لَر را حَل ًمكٔ 

:  غَرت سٗز زرآٍرٗن 

....)()()()()(n  ag
e

ag
e

ageagaegx nn
nn 3!2!

32

1 

....)()(n  ag
e

ageaae n
n 2!

2

1 

                )**(                     ....)()(n  ag
e

agee n
n 2!

2

1 

:                                                                                         ًٌٖٗ . اگز رٍش ّوگزا ضَز، اس ٗک هزحلِ ثِ ثًس ثبٗستٖ لسرهكلك ذكب اس هزحلٔ هبثًس آى ث٘طتز ثبضس

nn ee 1 

 کَچک ذَاّس ثَز، ثِ ne ثِ اًساسٓ کبفٖ سٗبز گززز زر آى غَرت ذكبٕ (n)ثٌبثزاٗي اگز تًساز تکزار 

)(2لسوٖ کِ  ne ًِسجت ث ne ٔثس٘بر کَچک ذَاّس ثَز ٍ هٖ تَاى اس آى چطن پَضٖ کزز، ًٌٖٗ راثك

:  ثِ غَرت سٗز ًَضتِ هٖ ضَز  (**)

)(n agee n 1 
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)(  ثب فزؼ اٌٗکِ  0 ag ٔهلاحهِ هٖ ضَز کِ اگز .  است1 ثبضس زر اٗي حبلت گَٗ٘ن ّوگزاٖٗ اس هزتجn 

اُم ثزاثز است ثب حبغلؿزة ذكب زر  (n+1)ثِ اًساسٓ کبفٖ ثشرگ اًتربة ضَز زر آى غَرت ذكب زر تکزار 

ag)( تکزار هبلجل آى زر   هٖ تَاى ثب استفبزُ اس گفتِ ّبٕ سٗز ًَضت ٍ   :

)(n agee n 1 

)( .n agee n 1 

11
1 




n
n

e

e
agagee

n
n )()( .  

1 )(ag 

1هلاحهِ هٖ ضَز کِ ضزـ کبفٖ ثزإ ّوگزاٖٗ آى است کِ  )(agلاسم ثِ ٗبزآٍرٕ است کِ ّز .  ثبضس

ag)(چِ   ًِشزٗک 1 کَچک گززز ثِ ّوبى ًسجت سزيت ّوگزاٖٗ افشاٗص هٖ ٗبثس ٍ ثِ اًساسُ إ کِ ث 

اگز . ضَز اس سزيت ّوگزاٖٗ کبستِ هٖ ضَز کِ ثزإ رفى اٗي هطکل ثبٗس تًساز تکزار را افشاٗص زّ٘ن

0 )(ag ٔثِ غَرت سٗز زر هٖ آٗس  (**) ثبضس آًگبُ راثك  :

)(n agee n 
2

1 2
1 

0ثب فزؼ اٌٗکِ  )(ag ثبضس زر اٗي حبلت گَٗ٘ن ّوگزاٖٗ اس هزتجٔ زٍم هٖ ثبضس ٍ ثِ ّو٘ي تزت٘ت اگز 

0 )(ag ٔجولٔ سَم را زر ًهز هٖ گ٘زٗن ٍ ّوگزاٖٗ اس هزتجٔ سَم هٖ  (**) ثبضس زر آى غَرت اس راثك

... ثبضس 

هًوَلاً فزهَل ّبٖٗ کِ ّوگزاٖٗ آًْب ار هزتجٔ اٍل هٖ ثبضس؛ فزهَل ّبٕ سبزُ ثَزُ ٍ زر ّز هزحلِ ً٘بس ثِ 

هحبسجبت سٗبزٕ ًسارز ٍ يوَهبً فزهَل ّبٖٗ کِ ّوگزاٖٗ آًْب ار هزتجٔ زٍم ثبضس ًسجتبً پ٘چ٘سُ تز اس فزهَل 

ّبٕ هزتجٔ اٍل ثَزُ ٍ زر ّز هزحلِ هحبسجبت ث٘طتزٕ را هٖ ذَاّس ٍلٖ ثزإ رس٘سى ثِ ّوبى زلت لاسم 

پس فزهَل ّبٕ هزتجٔ سَم ٍ چْبرم ثِ زل٘ل پ٘چ٘سگٖ يوَهبً اس . ً٘ست کِ تکزارّبٕ سٗبزٕ را اًجبم زّ٘ن

.  آًْب اجتٌبة هٖ ضَز

:  فزؼ کٌ٘س فزهَل تکزارٕ ثِ غَرت سٗز ثبضس : هثبل 
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)(n
n

n
x

a
xx  2

1
1 

 قَرٕ اًتربة ضَز کِ فزهَل تکزارٕ فَق ثِ 0x ٗک همسار ثبثت هثجت ثَزُ ٍ همسار اٍل٘ٔ aکِ زر آى 

:  هكلَة است . ّوگزا گززز Cرٗطٔ 

.  چ٘ستnxحس ًْبٖٗ  (الف

.  ًطبى زّ٘س کِ فزهَل فَق اس هزتجٔ ّوگزاٖٗ زٍم ثزذَرزار است (ة

Cx n  ( الف

aC                                         

)(








*aC

aCC
C

aC
C

C

a
CC

2

2222
2
1

 

)(n
n

n
x

a
xx  2

1
ة ) 1

                                                                                                             )(n nxgx 1  

)()(:                                                                    لذا زارٗن 
n

nn
x

a
xxg 

2
1 

)()(
x

a
xxg 

2
1 

)()()()(
22

1
2
1

1
2
1

C

a
Cg

x

a
xg  

01
2
1

 )()(
*

a

a
Cg 

.  لذا لكًبً هزتجٔ ّوگزاٖٗ اٍل ً٘ست

)()(
2

1
2
1

x

a
xg  

01
2
1

1
2
1

3

2

3
 )()()(

C

C

C

a
xg 

.  لذا هزتجٔ ّوگزاٖٗ هزتجٔ زٍم است
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 (رٍش دٍ بخشی) : (تٌصیف)رٍش ًصف کردى 

 هرتلف الًلاهِ ثبضٌس زر آى غَرت f(a) ٍ f(b) پَ٘ستِ ثَزُ ٍ [a,b] زر فبغلٔ f(x)اگز فزؼ کٌ٘ن 

 ثِ زست هٖ آٗس کِ زر kثِ يجبرت زٗگز حسالل ٗک .  ٍجَز زارز[a,b] زر فبغلٔ f(x)حسالل ٗک رٗطٔ 

0 =f(x) ًٌٖٗ 0 غسق کٌس =f(k) ٍ ],[ bak  .

 فبغلِ را ًػف هٖ کٌ٘ن ًٌٖٗ kثزإ ثِ زست آٍرزى 
2

ba
k


 . حبلf(a) ٍ f(b) ٍ f(k) ِرا هحبسج 

:  هٖ کٌ٘ن، يلاهت ّبٕ آًْب اٗي سِ حبلت را زارز 

.   لزار زارز[a,k]آى گبُ هٖ گَٗ٘ن رٗطِ زر ثبسٓ .  ّن يلاهت استf(b) ثب f(k)ٗب : حبلت اٍل 

.   لزار زارز[k,b]آًگبُ هٖ گَٗ٘ن رٗطِ زر ثبسٓ .  ّن يلاهت ثبضسf(a) ثب f(k): حبلت زٍم 

.  ، ٍ هب هستم٘ن ذَز رٗطِ را ٗبفتِ اٗنk = c ثبضس زر آى غَرت f(k)= 0اگز : حبلت سَم 

.  زر حبلت اٍل ٍ زٍم اٗي رًٍس هجسزاً تکزار هٖ ضَز، تٌْب زر حبلت سَم است کِ رًٍس ذبتوِ       هٖ ٗبثس

[.  2ٍ1]ثب استفبزُ اس رٍش ًػف کززى رٗطٔ هًبزلٔ سٗز را ث٘بث٘س، زر فبغلٔ : هثبل 

03323  xxxxf )(  

 f (c) f (b) f (a) c b a  تکزار

 875/1 -0/3 0/4 -5/1 2 1 1 

 17187/0 0/3 875/1 -75/1 2 5/1 2 

 94335/0 -17187/0 875/1 -625/1 57/1 5/1 3 

 40942/0 -17187/0 94335/0 -6875/1 57/1 625/1 4 

 12478/0 -18187/0 40942/0 -718/1 57/1 6875/1 5 

 02198/0 17187/0 12478/0 -73437/1 57/1 71875/1 6 

    72656/1 73437/1 71875/1 7 

....                000/0                                  73205/1 = k 

:  ّوگرایی رٍش ًصف کردى 
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:  ّوگزاٖٗ رٍش ًػف کززى ثِ غَرت سٗز هٖ ثبضس 

1
00

22 







n

abab
e

nn
n 

:  ًطبى زّ٘س کِ راثكٔ سٗز ثزلزار است : هثبل 
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eenثب فزؼ   زارٗن   :
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 ًبپَ٘ستِ ثبضس اٗي رٍش هوکي است ٗک رٗطٔ ًبزرست [a,b] زر فبغلٔ f(x)تَجِ ضَز کِ اگز : ًکتِ 

.  ثسّس

00اگز : هثبل  a ٍ 20 b ٍ 31nثبضس، رٗطٔ تمزٗجٖ هسئلِ تب چٌس رلن ايطبر زل٘ك است   .
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.   رلن ايطبر زلت زارز9لذا تب 

3-410ثب استفبزُ اس رٍش ًػف کززى رٗطٔ هًبزلٔ : توزٗي   xxxf را ًَضتِ ٍ  [1ٍ0] زر فبغلٔ )(

.  ثزًبهٔ کبهپَ٘تزٕ آى را ثٌَٗس٘س
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ثِ کبر رفتِ ثبضس، چٌس  [7ٍ2] زر ثبسٓ f(x)= 0اگز رٍش ًػف کززى ثزإ پ٘سا کززى رٗطٔ هًبزلٔ : توزٗي 

9105زلتٖ هًبزل nCهزتجِ فبغلِ ثبٗستٖ ًػف ضَز تب رٗطٔ تمزٗجٖ  زاضتِ ثبضس   .
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:  ّوچٌ٘ي هٖ تَاى اس فزهَل اٍل استفبزُ کزز کِ زر آى غَرت زارٗن 
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:  فصل سَم 

:  درٍى یابی ٍ تقریب چٌذ جولِ ای ّا 

زر اٗي فػل ثزرسٖ هٖ کٌ٘ن کِ چگًَِ همسار ٗک تبثى را کِ همبزٗز يسزٕ آى زر ثزذٖ اس ًمبـ زازُ ضسُ 

.  است زرًمكٔ زٗگز ث٘بث٘ن

سؤال اٗي است کِ همسار .  هًلَم است0x ٍ1x ٍ ......ٍnx زر ًمبقٖ ثِ قَل f(x)ثِ يجبرت زٗگز همسار 

 را تَسف ٗک f(x)ثزإ پبسد ثِ اٗي سؤالات هب ثبٗس .  چٌس استa زر ًمكِ إ هثلاً ثِ قَل f(x)تبثى 

.  کث٘زالجولِ تمزٗت ًوَزُ ٍ سپس همسار تبثى را اس کث٘زالجولٔ تمزٗت ثِ زست آٍرٗن

:  لجل اس ثزرسٖ رٍش ّب لاسم است کِ چٌسًکتِ هتذکز ضَٗن 

),(تَجِ ضَز کِ اگز زٍ ًمكٔ  : (1)ًکتِ  00 fx ٍ),( 11 fx ٔهًلَم ثبضٌس زر آى غَرت تَسف کث٘زالجول 

),( تمزٗت هٖ ضَز ٍ اگز سِ ًمكٔ 1زرجٔ  00 fx و ),( 11 fx ٍ),( 22 fx اس تبثىf(x) هًلَم ثبضٌس f(x) 

 هًلَم ثبضس، آًگبُ f(x)ًمكِ اس  (n+ 1) تمزٗت هٖ ضَز ٍ زر حبلت کلٖ اگز 2تَسف کث٘زالجولٔ زرجٔ 

f(x) ٔتَسف ٗک کث٘زالجولٔ زرج nتمزٗت هٖ ضَز   .
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 ّب ٗک تػبيس يسزٕ ثبضٌس زر آى غَرت اس nxاگز ٍقل ًمبـ هتسبٍٕ الفبغلِ ثبضٌس،  : (2)ًکتِ 

کث٘زالجولِ ّبٕ پ٘طزٍ ٍ پسزٍ ٍ هزکشٕ ًَ٘تي استفبزُ هٖ کٌ٘ن کِ ثز اسبس تفبٍت ّبٕ هحسٍز استَار 

ثَزُ کِ ثس٘بر سبزُ هٖ ثبضس، ٍلٖ اگز ًمبـ هتسبٍٕ الفبغلِ ًجبضٌس زر آى غَرت اس کث٘زالجولِ ّبٕ فَق 

الذکز ًوٖ تَاى استفبزُ کزز ٍ ثبٗستٖ اس کث٘زالجولِ ّبٕ زٗگزٕ هبًٌس لاگزاًژ ٗب تفبؾل ّبٕ تمس٘وٖ ٗب 

. استفبزُ ًوَز... ؾزائت ًبهً٘ي ٍ 

لاسم ثِ ٗبزآٍرٕ است کِ اس رٍش ّبٕ لاگزاًژ ٍ تفبؾل ّبٕ تمس٘وٖ زر ّز زٍ حبلت هٖ تَاى استفبزُ کزز، 

ثٌبثزاٗي تب جبٖٗ کِ هٖ تَاً٘ن اس اٗي رٍش . اهب هحبسجبت آى ثس٘بر حج٘ن، قَلاًٖ ٍ ذستِ کٌٌسُ هٖ ثبضس

.  ّب اجتٌبة هٖ کٌ٘ن هگز زر حبلتٖ کِ هرتلف الفبغلِ ثبضٌس کِ ًبچبرٗن

),(ًمكٔ                                         (n+ 1)تَجِ ضَز کث٘زالجولِ إ کِ اس  : (3)ًکتِ  nn fx ٍ... ٍ

),( 22 fxٍ),( 11 fxٍ),( 00 fxثِ يجبرت زٗگز ّز رٍضٖ را کِ پ٘ص . يجَر هٖ کٌس هٌحػز ثِ فزز هٖ ثبضس

زاًستي لبيسُ ّٖ سٗز لجل اس ث٘بى رٍش لاگزاًژ حبئش . هٖ گ٘زٗن زر ًْبٗت ثِ ٗک کث٘زالجولِ ذَاّ٘ن رس٘س

:  اّو٘ت است 

:                                                                    زلتبٕ کزًٍکز 
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))...()()...()(()( njjj xxxxxxxxxxxL   1110 

:  هثبل 

))...()(()( nxxxxxxxL  210( 1 

))...()(()( nxxxxxxxL  201( 2 

))...()()...()(()( nijijiiiij xxxxxxxxxxxL   1110( 3 

:  چٌس جولِ إ ّبٕ لاگزاًژ 

اگـز ثرَاّ٘ن ثب استفبزُ اس کث٘زالجولٔ لاگـزاًژ چٌس جـولِ إ را ثٌَٗس٘ن کِ اس ًمبـ سٗز ثگذرز اس 

:  لبيسٓ سٗز استفبزُ هٖ کٌ٘ن 

),( nn fx ،... ،),( 22 fx، ),( 11 fx، ),( 00 fx 
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.   را ثب استفبزُ اس رٍش لاگزاًژ ثزإ سِ ًمكٔ سٗز هحبسجِ کٌ٘سp(x)چٌس جولِ إ : هثبل 
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:  هعایب رٍش لاگراًژ 

.  هحبسجبت ثزإ تً٘٘ي چٌس جولِ إ زرٍى ٗبة ٍالًبً قبلت فزسبست (1

.  زرجٔ چٌس جولِ إ زرٍى ٗبة تٌْب ثًس اس اتوبم هحبسجبت تً٘٘ي هٖ ضَز (2

ثستزٗي ٍ هحکوتزٗي اٗزاز اٗي است کِ ثب اؾبفِ کززى ٗک ٗب چٌس ًمكِ ثِ ًمبـ ٗک جسٍل کل٘ٔ  (3

.  هحبسجبت ثبٗس اس ًَ اًجبم ضَز ٍ اٗي ٗک هػ٘جت است

:  رٍش ضرایب ًاهعیي 

),(زر اٗي رٍش ثزإ کث٘زالجولِ إ کِ اس ًمبـ  nn fx ،... ،),( 22 fx، ),( 11 fx، ),( 00 fx ثگذرز آى را

.  ثِ غَرت سٗز هٖ ًَٗس٘ن
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1 axaxaxaxaxP n
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naaaثزإ هحبسجٔ پبراهتزّبٕ  ,...,, :  اس زستَرالًول سٗز استفبزُ هٖ کٌ٘ن 10
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:  ًطبى زازُ هٖ ضَز 
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bAX  

bAXکِ ثِ غَرت ٗک زستگبُ   ً٘ش هٖ تَاى آى را ًَضت کِ ثب حل آى iaثب تَجِ ثِ . ّب را ٗبفت

اقلايبت لجلٖ ضوب س٘ستن فَق زر غَرتٖ زارإ جَاة هٌحػز ثِ فزز است کِ زتزهٌ٘بى ؾزائت هربلف 

nxxxغفز ثبضس ٍ اٗي سهبًٖ رخ هٖ زّس کِ ًمبـ  ,...,, .  ثب ّن هتفبٍت ثبضٌس10

),( کِ اس ًمبـ nتَجِ ضَز کِ کث٘زالجولٔ زرجٔ  nn fx ،... ،),( 22 fx، ),( 11 fx، ),( 00 fx ٖيجَر ه 

 ثبضس زر آى غَرت کث٘زالجولٔ تمزٗت ٍ n ذَز ٗک کث٘زالجولٔ زرجٔ f(x)اگز . کٌٌس هٌحػز ثِ فزز اس

f(x) ثب ّن ثزاثزًس، زر حل س٘ستن هوکي است ؾزٗت naزر اٗي غَرت زرجٔ .  ٗب ثزذٖ اس آًْب غفز ضَز

.   کوتز هٖ ضَزnکث٘زالجولِ اس 

:  ثب استفبزُ اس زٍ رٍش ؾزاٗت ًبهً٘ي ٍ لاگزاًژ کث٘زالجولِ إ را ث٘بث٘س کِ اس ًمبـ سٗز ثگذرز: هثبل 

(7ٍ2) ،(2ٍ1)،(1 -ٍ0 )

iiin fxaxaaxP  2
210)( 

                                     b هبتزٗس     هبتزٗس            A هبتزٗس ؾزائت  

                                    سوت راست    ٗب هجَْلات
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:  رٍش لاگزاًژ 
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ثب استفبزُ اس رٍش ؾزائت ًبهً٘ي کث٘زالجولٔ هثلثبتٖ سٗز را ثِ لسوٖ پ٘سا کٌ٘س کِ اس ًمبـ سٗز : توزٗي 
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:  رٍش حذفٖ گَس 

























03(02(0(0
2
3

2
6

3(
6

2(
6

(

2
3

1
4

3(
4

2(
4

(

2
3

3
3(

3
2(

3
(

3210

3210

3210

3210

)))

)))

)))

)))

CosaCosaCosaa

CosaCosaCosaa

CosaCosaCosaa

CosaCosaCosaa







 



























0
2
3

20
2
1

2
3

2
3

1
2
2

0
2
2

3
2

2
1

2
1

3210

210

310

3210

aaaa

aaa

aaa

aaaa

 

:  کِ ثب رٍش حذفٖ گَس آى را ثِ ٗک هبتزٗس پبٗ٘ي هثلثٖ تجسٗل هٖ کٌ٘ن کِ ثِ تزت٘ت ثِ زست هٖ آٗس 

1,1,2,2, 0123  -  -  aaaa 

:  زر ًت٘جِ زارٗن 

          )( xCosxCosCosxxP 32221  

يجَر  (9ٍ2ٍ1)ٍ  (3ٍ1ٍ2)ٍ  (5ٍ1ٍ1) قَرٕ تمزٗت ًوبٗ٘س کِ اس ًمبـ p(x,y) را ثِ غَرت fتبثى : توزٗي 

CyBxAyxpyxfz:                     ًوبٗس، ثِ قَرٕ کِ   ),(),( 

)(    ,  )(  ,  )( 1,2,92,1,31,1,5 

CyBxAz  

















92
32

5

CBA

CBA

CBA

 

حبل ثب استفبزُ اس رٍش گَس ٍ يول٘بت سكزٕ همسهبتٖ آى را ثِ هبتزٗس پبٗ٘ي هثلثٖ تجسٗل    هٖ کٌ٘ن 

:  زارٗن 
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CyBxAyxpyxfzحبل ثب جبٗگذارٕ ايساز ثِ زست آهسُ زر   :   زارٗن ),(),(

yxyxpyxfz 423  ),(),( 

رٍش ّبٕ فزاٍاًٖ ٍجَز زارز، . تَجِ ضَز کِ کبرثزز رٍش ؾزائت ًبهً٘ي هًوَلاً ث٘طتز اس سبٗز رٍضْبست

ٍلٖ ثزذٖ رٍش ّب سبزُ تز ٍ هف٘ستزًس، هثلاً زر رٍش لاگزاًژ اگز زرجٔ کث٘زالجولِ کن ٗب سٗبز ضَز، 

( n+1)هحبسجبت لجلٖ هَرز استفبزُ لزار ًوٖ گ٘زز ٍ ٗب هثلاً زر رٍش ؾزاٗت ًبهً٘ي ثبٗستٖ ٗک س٘ستن 

هجَْل را حل کٌ٘ن کِ ًسجتبً قبلت فزسبت ٍ اٗزازٕ کِ ثِ آًْب گزفتِ هٖ ضَز اٗي است  (n+1)هًبزلِ ٍ 

کِ ثِ غَرت سًج٘زُ إ ًوٖ تَاى اس هحبسجبت لجلٖ استفبزُ کزز زر اٌٗجب ثِ ث٘بى ٗک رٍش سٗجب ٍ سبزُ 

.  هٖ پززاسٗن کِ اٗزازّبٕ رٍش ّبٕ فَق را ًسارز

اٗي رٍش ثِ ًبم رٍش تفبؾل ّبٕ تمس٘وٖ هًزٍف است، هب لجل اس ثحث ً٘بس است يلائوٖ را تًزٗف کٌ٘ن، 

:  زارٗن 

00 fxfI ][) 

01

01
10

xx

xfxf
xxf






][][
],[)II 

02

1021
210

xx

xxfxxf
xxxf






],[],[
],,[)III 

11

11
11











ii

iiii
iii

xx

xxfxxf
xxxf

],[],[
],,[)IV 

:  ٍ زر حبلت کلٖ 

0

1210210
210

xx

xxxxfxxxxf
xxxxf

n

nn
n






 ],...,,,[],...,,,[
],...,,,[ 
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if ix 

 0f 0x 

],[ 10 xxf   

                                                                     ],,[ 210 xxxf    1f 1x 
                                                 ],,,[ 3210 xxxxf                               ],[ 21 xxf  

             
  

                       ],,,,[ 43210 xxxxxf                ],,[ 321 xxxf   2f 2x 
 ],,,,,[ 543210 xxxxxxf            ],,,[ 4321 xxxxf                           

 ],[ 32 xxf 
  

                                     ],,,,[ 54321 xxxxxf                  ],,[ 432 xxxf 3f 3x 
                                                                   ],,,[ 5432 xxxxf           ],[ 43 xxf   

                                                                                         ],,[ 543 xxxf 4f 4x 

],[ 54 xxf   

 5f 5x 
 

.  ثٌبثزاٗي رٍش تفبؾل ّبٕ تمس٘وٖ ثب استفبزُ اس جسٍل فَق کث٘زالجولِ إ را ثِ غَرت سٗز ث٘بى هٖ کٌس

],...,,,[))....()((

.....],,[))((],[)(][)(

nn xxxxfxxxxxx

xxxfxxxxxxfxxxfxp

210110

210101000




 

ثب استفبزُ اس ًمبـ سٗز چٌس جولِ إ زرٍى ٗبة تبثى جسٍلٖ سٗز را ثِ رٍش تفبؾلات تمس٘ن ضسٓ : هثبل 

.   را ترو٘ي ثشً٘سf[5]ًَ٘تي ثِ زست آٍرٗس ٍ 

 

 

 

 

 

 

 

6 3 1 0 
ix 

169 4 6 -1 
if 
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if ix 

 1 0 

7
0-1
0-6-

10 ],[ xxf   

                                 4
0-3

(-7)-5
210 ],,[ xxxf     

6- 1 

                            1
0-6
4-10

3210 ],,,[ xxxxf          5
1-3

(-6)-4
21 ],[ xxf  

             

  

                                            10
1-6
5-55

321 ],,[ xxxf 4 3 

                                    55
3-6
4-169

32  ],[ xxf   

                                                       169 6 

 

],,,[))()((

],,[))((],[)(][)(

3210210

210101000

xxxxfxxxxxx

xxxfxxxxxxfxxxfxp




 

18

34447-1

1310410701

3

232







xxxp

xxxxxx

xxxxxxxp

)(      

             

))()()(())()(())(()(

 

12515855-8614:                                                         لذا  3  )()()(p 

.  ٗک چٌس جولِ إ زرٍى ٗبة ثب استفبزُ اس ًمبـ سٗز ثِ زست آٍرٗس: هثبل 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 2 1 0 
ix 

5 2 1 1 
if 
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if ix 

 1 0 

0
0-1
1-1
f   

                                 
2
1

2
0-1
f     1 1 

                            121-
0-4

21-61
f          1

1-2
1-2
f                 

                                            
6
1

1-4
1-23
f 2 2 

                                    
2
3

2
2-5
 f   

                                                       5 4 

 

],,,[))()((

],,[))((],[)(][)(

3210210

210101000

xxxxfxxxxxx

xxxfxxxxxxfxxxfxp




 

1
3
2

4
3

12

12
23

-
2

1

121-2121101

2
3

232








xx
x

xxxxx

xxxxxxxp

             

             

))()()(())(()(

 

 : کثیر الجولِ ّای پیشرٍ ٍ پسرٍ ًیَتي 

اٗي کث٘ز الجولِ ّب سهبًٖ ثِ کبر ثززُ هٖ ضًَس کِ قَل ًمبـ هتسبٍٕ الفبغلِ ثبضٌس، زر اٗي رٍش ً٘ش اگز 

ثزإ تطزٗح اٗي            کث٘ز الجولِ ّب . ًمبقٖ ثِ جسٍل اؾبفِ ضًَس، هحبسجبت لجلٖ اس ث٘ي ًوٖ رٍز

 n ٗک کث٘ز الجولِ زاضتِ ثبض٘ن، اثتسا آًْب را ثِ [a,b]اگز ثرَاّ٘ن ث٘ي ثبسٓ . يلائن سٗز را هًزفٖ هٖ کٌ٘ن

.  لوست هسبٍٕ تمس٘ن هٖ کٌ٘ن

 

 

n

ab
h


 

ax 0 
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hahxx  01 

ha 212  hhahxx 

jhx  x(اي)           j  0jhax j


 

                                                                                 x jhx j  0 

                                                                                x hx jj  1 

:زر حبلت کلٖ تفبٍت ّبٕ پ٘طزٍ ٍ پسزٍ را ثب يلائن 
)اتلز(
 (ٍپ٘طز)  ٍ

الةاى( (
  (ٍپسز) ًوبٗص    هٖ زّ٘ن  .

            : ثزإ هحبسجٔ اٗي تفبٍت ّب هٖ تَاى اس جسٍل سٗز استفبزُ کزز 
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xi fi           2          3           4            5             6  
x

3
 

 

x
2
 

 

x
1
 

 

x
0
 

 

x
1
 

 

x
2
 

 

x
3
 

. 

. 

. 

f
3
 

 

f
2
 

 

f
1
 

 

f
0
 

 

f
1
 

 

f
2
 

 

f
3
 

. 

. 

. 

 

 f
3
                   

            2 f
3
 

 f
2
                 3 f

3
 

            2 f
2
                  4 f

3
 

 f
1
                 3 f

2
                     5 f

3
 

            2 f
1
     4 f

2
                       6 f

3
 

 f
0
                  3 f

1
                     5 f

2
 

            2 f
0
                   4 f

1
 

 f
1
                  3 f

0
 

            2 f
1
 

 f
2
 

 

: کِ دس اٗي خذٍل 

 f j = f 1j  - f j 

2 f j =  f 1j  -  f j 

:  اص سٍاثط کلٖ هٖ تَاى اػتفبدُ کشد

 (f+g) =  f + g 

 f(x) = f(x+h)- f(x) 

2 f(x) =  ( f(x) ) =  (f(x+h) – f(x) ) = f(x+h) -  f(x) 

         = (f(x+2h) – f(x+h) – (f(x+h) – f(x) ) ) 

→ 2 f(x) = f(x+2h) – 2f(x+h)+f(x) 
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:   ثِ طَس کلٖ

j f(x) = 


j

i 0

(
j

i

) (-1) i f[x+(j – i) h] 

:  مثال 

. خذٍل صٗش سا کبهل کٌ٘ذ

x i  f i   f        2 f          3 f         4 f          5 f           6 f 

-2 

 

-1 

 

0 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

-11 

 

-4 

 

-3 

 

-2 

 

5 

 

24 

 

61 

 

7 

            -6 

1                           6 

             0                           0 

1                         +6                          0 

             6                           0                              0 

7                           6                    0 

            12                          0 

19                         6 

            18 

37 

 

 : وکتٍ طلأٓ

تَخِ ؿَد دس خذٍل تفبٍت ّبٕ هحذٍد حبكل خوغ ّش ػتَى ثشاثش اػت ثب تفبهل اٍل٘ي ػٌلش 

اٗي ًکتِ تؼت هٌبػجٖ ثشإ ثشسػٖ كحت هحبػجبت خذٍل . اص آخشٗي ػٌلش ػتَى هب لجل آى 

:  داسٗن: هٖ ثبؿذ

 (اٍل٘ي ػٌلش ػتَى) – (آخشٗي ػٌلش ػتَى) = حبكل ػٌبكش ػتَى

 k ام                         k ام                   (k+1) ام     



 www.icivil.ir     پرتال جامع داوشجًیان ي مهىدسیه عمران 
 

49 

 

 : وکتٍ

:  کث٘شالدولِ ّبٕ پ٘ـشٍ اٗي دٍ خبك٘ت سا داسًذ

ػپغ دسخِ . اٌٗکِ اص توبم ًمبط خذٍل هٖ گزسد ، ٗؼٌٖ خطبٕ آى دس آى ًمبط ثشاثش كفش اػت 

دسٍى ٗب ثٖ خطٖ تب صهبًٖ هثوش ثوش . کث٘شالدولِ حبكل ٗک ٍاحذ اص تؼذاد ًمبط کوتش اػت 

 .  ؿجِ٘ کث٘شالدولِ هب ثبؿذf(x)اػت کِ سفتبس تبثغ 

:   ام پ٘ـشٍ nکث٘شالدولِ دسخِ 

  دس حبلت کلٖ کث٘شالدولِ إ کِ اص ًمبط 

(x
0
ٍf

0
)ٍ (x 1ٍf

1
 )ٍ (x

2
ٍf

2
)ٍ….ٍ(x n ٍf n ) 

:  هٖ گزسد ثِ كَست صٗش تؼشٗف هٖ ؿَد 

F(x) p(x) = f0 + r f0 +
!2

)1( rr 2 f0 +
!3

)2)(1(  rrr 3 f0 +… +

!

))1()...(2)(1(

n

nrrrr  n f 

r = 
n

xx 0
 

 : مثال 

 .چٌذ خولِ إ دسٍى ٗب ة خذٍل صٗش سا ثب اػتفبدُ اص تفبهلات پ٘ـشٍ ًَ٘تي ثٌَٗؼ٘ذ

x i  f i   f            2 f            3 f 

-2 

 

-1 

 

0 

 

1 

3 

 

1 

 

1 

 

3 

 

-2 

                 2 

0                                0 

                 2 

2 
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 F(x)p(x) = 3+r(-2)+
!2

)1( rr
(2) +

!3

)2)(1(  rrr
(0) 

p(x) = 3-2r + r 2 -r 

p(x) = r 2 -3r + 3 

 

r = 
n

xx 0
 = 

1

2x
 = x+2 

3)2(3)2()( 2  xxxp  

36344)( 2  xxxxp  

1)( 2  xxxp  

:  خذٍل پؼشٍ 

x i  if  f           f2          f3             f4               f5  

3

2

1

0

1

2

3

x

x

x

x

x

x

x







 

3

2

1

0

1

2

3

f

f

f

f

f

f

f







 

           

2f  

               1

2

 f  

1f                         0

3 f  

               0

2 f                             1

4 f  

0f                          1

3 f                                 2

5 f  

               1

2 f                             2

4 f  

1f                           2

3 f                              

               2

2 f  

2f  
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:  کِ دس اٗي خذٍل 

1

2

1









jjj

jjj

fff

fff
 

:   ام ًَ٘تيnکث٘شالدولِ پؼشٍ دسخِ 

),,(),,(),,...,(),(دس حبلت کلٖ فشهَل کث٘شالدولِ إ کِ اص ًمبط  221100 nn fxfxfxfx ٖػجَس ه 

 : کٌذ ثِ كَست صٗش تؼشٗف هٖ ؿَد 

h

xx
r

f
n

nrrrr

f
rrr

f
rr

frfxpxf

n

n

n

nnnn

















))1()...(2)(1(

...
!3

)2)(1(

!2

)1(
)()( 32

 

 

 : تمسٔه 

 .ثب اػتفبدُ اص ًمبط صٗش کث٘شالدولِ پؼشٍ ًَ٘تي سا سٍٕ آى پ٘بدُ ػبصٕ کٌ٘ذ

 

ix  -1             0                1                   2 

if   0             -1               2                   9 

 

ix  if   

-1 

 

0 

 

1 

 

2 

0 

 

-1 

 

2 

 

9 

 

-1 

                4 

3                              0 

                4 

7 
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2592279)(
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







x
x

h

xx
r

rrrrrxp

rrrrr
rxp

f
rrr

f
rr

frfxpxf

n

nnnn

 

 

732)(

8821059)(

)2(2)2(59)(

2

2

2







xxxp

xxxxp

xxxp

 

 

  :(1)تمسٔه 

. ثب اػتفبدُ اص خذٍل صٗش اص سٍؽ ّبٕ گفتِ ؿذُ تمشٗت کٌ٘ذ

هشائت ًب هؼ٘ي (تفبهل ّبٕ تمؼ٘وٖ       ُ(لاگشاًظ         د(پؼشٍ       ج(پ٘ـشٍ       ة(الف

 

ix 2                 2/1                     2/2                  2/3              2/4                 2/5                  2/6 

if 1/4143      1/4491               1/4832           1/5166         1/5493           1/5813            1/6162 

 

  : (2)تمسٔه

:  خذٍل صٗش فـبس گبص سا دس دهبّبٕ هتفبٍت ًـبى هٖ دّذ 

. هؼ٘ي کٌ٘ذ 22ثب اػتفبدُ اص دٍ سٍؽ پؼشٍ ٍ پ٘ـشٍ ًَ٘تي فـبس گبص سا دس دهبٕ  (الف

.  هحبػجِ کٌ٘ذ59همذاس فـبس گبص سا ثب اػتفبدُ اص دٍ سٍؽ پؼشٍ ٍ پ٘ـشٍ دس دهبٕ  (ة
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= دهب it    20         25             30            35             40              4              50          55          60 

= if  

 فـبس گبص

850        985          1170        1365         1570          1790        2030       2300     2610 

 

  : (3)تمسٔه 

 . ّوگٖ سا پ٘بدُ ػبصٕ کٌ٘ذ(1)ثشإ دادُ ّبٕ صٗش هبًٌذ توشٗي 

ix     0/0          0/1           0/2            0/3          0/4          0/5 

if    1/00        1/32         1/68          2/08        2/52        3/00  

 

:  تجذٗل دسٍى ٗبثٖ هؼکَع ثِ دسٍى ٗبثٖ هؼتم٘ن

1)(:  هؼکَع پزٗش ثبؿذ، آًگبُ f ثبؿذ ٍ y=f(x)اگش yfx   

لزا ثِ خبٕ    

                                         

: هٖ تَاً٘ن خذٍل صٗش سا دس ًظش ثگ٘شٗن

if  
0f       1f     …..    nf  

ix  
0x       1x     …..    nx  

ّب ٗکؼبى ً٘ؼت ٍ اًتخبة آًْب ً٘ض دس اخت٘بس هب ً٘ؼت ، لزا هٖ ifثب تَخِ ثِ اٌٗکِ هؼوَلا فبكلِ 

اص اٗي سٍ تٌْب سٍؽ هَثش کِ ّوَاسُ لبثل . تَاى اص فشهَل ّبٕ پ٘ـشٍ ٍ پؼشٍ ًَ٘تي اػتفبدُ کشد 

 .ّب ػَم هٖ ؿَدifّب ٍ ixاػتفبدُ اػت خذٍل تفبهلات تمؼ٘ن ؿذُ هٖ ثبؿذ کِ دس آى ًمؾ 

0x             1x                 2x      ........       nx  ix  

0f             1f                 
2f      …….       nf         if  
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 : مثال 

: خذٍل صٗش هفشٍم اػت تخوٌٖ٘ اص كفش اٗي تبثغ سا ثِ دػت آٍسٗذ

ix     0        1           2            3 

if  -1/5      -1         2/5         15 

 

 : وکتٍ 

اٗي ػول سا طَسٕ اًدبم هٖ دّ٘ن کِ . ّب سا هٖ تَاى ثِ كَست دلخَاُ هشتت کشد ifهؼوَلا

*)( fxf  اٗي ػول ثشإ کن کشدى خطبٕ گشد کشدى لاصم اػت ٍ ثبٗذ ّو٘ـِ .  كؼَدٕ ثبؿذ

 .اًدبم ؿَد

 

if  ix   ػَم                               دٍم                                اٍل   
-1 

 

-1/5 

 

2/5 

 

15 

1 

 

0 

 

2 

 

3 

 

 

   2 

                           -0/4286 

 0/5                                                   0/0252 

                           -0/0255 

0/08 

 

2626/20945/06429/021

)0252/0()5/20)(5/10)(10()4286/0()5/10)(10(2)10(1



x
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)2(5/2)1(1هـبّذُ ه٘ـَدکِ خَاة ثِ دػت آهذُ ثؼ٘بس ًبدل٘ك اػت،صٗشا کِ   fوf ِک  

 . 2 ثبؿذ ًِ ث٘ؾ2 1ٍلبػذتب سٗـِ ثبٗذ ث٘ي 

 x ّبٕ خذٍل ثؼ٘بس صٗبد اػت ، دس كَستٖ کِ فبكلِ ث٘ي xػلت اٗي اهش آى اػت کِ فبكلِ ث٘ي 

 .ّب سا کوتش ثگ٘شٗن دلت خَاة صٗبد خَاّذ ؿذ

 

 :تمسٔه 

.  ثِ دػت آٍسٗذf ثب اػتفبدُ اص خذٍل صٗش تمشٗجٖ اص كفش تبثغ 

ix     1                       1/1                    1/2                      1/3 

if  -1/25                -0/876                0/338                  0/388 

 

:  بساشش مىحىٓ 

 دس ٗک تبثغ خذٍلٖ تمشٗجٖ ّؼتٌذ ، صٗشا اص طشٗك اًذاصُ  گ٘شٕ ٗب ifٍالؼ٘ت اٗي اػت کِ همبدٗش 

 همذاس ixآصهبٗؾ ثِ دػت هٖ آٌٗذ ، ثٌبثشاٗي اكشاس دس اٗي کِ چٌذ خولِ إ دسٍى ٗب ة دس ًمبط 

if دس ػول اکثشا ًمبط خذٍلٖ سا ثَػ٘لِ ٗک هٌحٌٖ چٌبى ثشاصؽ هٖ .  سا داؿتِ ثبؿذ ثَْ٘دُ اػت

. کٌٌذ کِ خطب ثِ ًَػٖ حذالل ؿَد

 

 : تعسٔف 
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210....:)(فشم کٌ٘ذ ًمبط  ii yوxnووووi  ٕهفشٍم ثبؿذ ٍ چٌذ خولِ ا ،  )(xp کِ هب داسٗن :

2

1

))(( i

n

i

i xpys 


 سا چٌذ xp)(چٌبى ثبؿذ کِ کوتشٗي همذاس سا داؿتِ ثبؿذ دس اٗي كَست  

ii)خولِ إ تمشٗت کوتشٗي هشثؼبت ثشإ دادُ ّبٕ  yوx( ، i=0,1,2,….,nهٖ ًبهٌذ   .

 

2

1

))(( i

n

i

i xpys 


 

 

 

 

:  خط کمتسٔه مسبعات 

ٗکٖ اص هتذاٍلتشٗي سٍؿْبٕ ثشاصؽ هٌحٌٖ اًتخبة خط کوتشٗي هشثؼبت هٖ ثبؿذ کِ ثشإ ثشاصؽ 

n ًِمط )( ii yوx ِک i=0,1,2,…n ثِ كَست صٗش ػول هٖ کٌ٘ن ،  :

2 سا چٌبى تؼ٘٘ي کٌ٘ن کِ aٍ b کِ ثبٗذp(x)= ax + bدس اٗي سٍؽ

1

)))((( i

n

i

i xpys 


 

2ٗب 

1

))(( baxys i

n

i

i 


 هٌ٘٘وَم ثبؿذ اص اٗي سٍ پغ اص هشتت کشدى ٍ ػبدُ کشدى ًت٘دِ صٗش 

 : حبكل هٖ ؿَد 



 



 





n

i

i

n

i

i

i

n

i

n

i

ii

n

i

i

ynbax

yxbxax

11

1 11

2

)(

)()(
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 : مثال 

 .خط کوتشٗي هشثؼبت ثشإ تبثغ خذٍلٖ صٗش سا ثٌَٗؼ٘ذ

ix  -2          -1              0              1                2 

iy  0             1              2              3                3  

 

ix  iy  2

ix  ii yx  

-2 

-1 

0 

1 

2 

0 

1 

2 

2 

3 

4 

1 

0 

1 

4 

0 

-1 

0 

2 

6 

5n     0 ix  8 iy  102  ix  7 ii yx  

 

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i yxbxax 



111

2 )()(  





n

i

i

n

i

i ynbax
11

)(  

   

10a + 0b =7
10

7
 a  

     0a  + 5b =8
5

8
 b  

                                     
5

8

10

7
)(  xxp  

 

 : تمسٔه 
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. خط کوتشٗي هشثؼبت هشثَط ثِ خذٍلْبٕ صٗش سا ثٌَٗؼ٘ذ

1) 

ix  iy  2

ix  ii yx  

-3 

-2 

1 

2 

3 

1 

3 

0 

2 

5 

9 

4 

1 

4 

9 

-3 

-6 

0 

4 

15 

5n      1 ix  11 iy  272  ix  10 ii yx  

 













n

i

i

n

i

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

ynbax

yxbxax

11

111

2

)(

)()(

 

 

27a+b=10                    -135a-5b=-50 

                                   

   0a +5b=11                       a+5b =11          
134

39
39134  aa  

134

287
 b         baxxp  )(  

                      
134

287

134

39
)(  xxp  

 2) 

ix  iy  2

ix  ii yx  

-1 

0 

-0/9 

0/3 

1 

0 

0/9 

0 
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1 

2 

3 

1/6 

2/8 

4 

1 

4 

9 

1/6 

5/6 

12 

5n     5 ix  8/7 iy  152  ix  1/20 ii yx  

  

: ثب خبٗگزاسٕ دس فشهَل داسٗن

            15a +5b=20/1                  15a + 5b=20/1 

                                            

 (-1)       5a + 5b=7/8                     -5a – 5b=-7/8 

       
33/0

23/1
10

3/12
3/1210





b

aa  

 

33/023/1)()(  xxpbaxxp  

 

                           

 

                    

 

 

 

: فصل چُازم 

 :مشتق
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اغلت اٍلبت همذاس ػذدٕ ٗک تبثغ دس خذٍل دادُ ؿذُ ٍ هـتك آى دس ٗک ٗب چٌذ ًمطِ خبف اص 

هب هٖ خَاٌّذ ٍ ٗب خَد تبثغ سا داسٗن ٍ هـتك آى ، آًمذس پ٘چ٘ذُ ٍ هـکل ثَدُ ٍ خَاػتبس همذاس 

ػذدٕ هـتك ّؼت٘ن ، دس اٗي فلل ً٘ض هبًٌذ ػبٗش هجبحث ، اٍل تبثغ سا تَػط کث٘شالدولِ إ 

)()()()(: تمشٗت هٖ کٌ٘ن ػپغ اص کث٘شالدولِ حبكل هـتك هٖ گ٘شٗن jnjn xpxfxpxf   

    

. اٌٗک ثِ اثجبت چٌذ فشهَل هـتك هٖ پشداصٗن کِ اص طشٗك ثؼط ت٘لَس ثِ دػت هٖ آٗذ

:  هٖ ًَٗؼ٘ن1ixثؼط ت٘لَس سا ثشإ ًمطِ 

(1) 

...)(
!2

)(
)()()()(

2

1

11 


 

 i

ii

iiiii xf
xx

xfxxxfxf  

hxxحبل چَى  ii 1 ؛ ٍ هٖ تَاً٘ن)( ixf سا ثب ifًـبى دّ٘ن، لزا داسٗن  :

 

 

  

0)(کِ دس آى  hE  ِٗؼٌٖ خطب ًؼجت ث h ِحبل فشهَل دٗگشٕ سا ثشإ اٗي .  هٖ ثبؿذ1 اص هشتج

:  هٖ ًَٗؼ٘ن1ixهٌظَس ثشإ 

(2)  

E
h

ff
f

f
h

h

ff
f

f
h

fffh

f
h

fhff

ii
i

i
ii

i

iiii

iiii





















1

1

2

2

1

...
!2

...
!2

1

...
!2
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...)(
!2

)(
)()()()(

2

1

11 


 

 i

ii

iiiii xf
xx

xfxxxfxf  

hxxحبل چَى  ii 1 هٖ تَاً٘ن ٍ )( ixf سا ثب ifًوبٗؾ دّ٘ن ، لزا داسٗن   :

E
h

ff
f

f
h

h

ff
f

f
h

fffh

f
h

fhff
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i

i
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i

iiii

iiii
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




















1
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1

2

1

...
!2
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!2

...
!2

 

.  هٖ ثبؿذ1 اص هشتجِ h ًؼجت ثِ Eکِ دس آى خطبٕ 

حبل فشهَل دٗگشٕ .  هٖ ثبؿٌذ1 اص هشتجِ hهلاحظِ هٖ ؿَد کِ دس دٍ فشهَل فَق خطب ًؼجت ثِ 

 ٍ 1 ثبؿذ، ثشإ اٗي هٌظَس طشف٘ي هؼبدلات 2 اص هشتجِ hسا ثِ دػت هٖ آٍسٗن کِ خطب ًؼجت ثِ 

 : سا اص ّن کن هٖ کٌ٘ن2

)(0
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!32
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2
2
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2
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(
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

























 

اگش خَاػتِ ثبؿ٘ن ثبص ّن .  هٖ ثبؿذ 2 ٍ 1هلاحظِ هٖ ؿَد کِ دلت اٗي فشهَل ثِ هشاتت ث٘ـتش اص 

:   هٖ ًَٗؼ٘ن2ixدلت سا افضاٗؾ دّ٘ن آًگبُ ثؼط ت٘لَس سا ثشإ 
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 : مثال 

f)4/1(ثب اػتفبدُ اص فشهَلْبٕ ثِ دػت آهذُ   سا حؼبة کٌ٘ذ  .( ثب اػتفبدُ اص خذٍل(4D).)  

 

)4/1cosh()4/1(1509/2: ًکتِ [ f [  

ix    1/2            1/3                  1/4                  1/5                1/6  

if  1/5095      1/6984            1/9043           2/1293           2/3756 
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:  اوتگسال 
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دس اٗي فلل همذاس ػذدٕ اًتگشال هؼ٘ي هَسد ًظش هبػت ، ٗؼٌٖ
b

a
dxxf  هؼلَم aٍ b کِ دس آى )(

 ٍf(x)ثِ طَس تحل٘لٖ تَػط ٗک فشهَل دادُ ؿذُ ٗب اٌٗکِ همبدٗش f(x)ٕثِ اصا x ّبٕ هختلف دس 

 سا ثِ لؼوٖ پ٘ذا کٌ٘ن کِ f(x)هٖ داً٘ن کِ اگش تبثغ . خذٍلٖ هـخق گشدٗذُ اػت

)()( xFxf كذق کٌذ، آًگبُ همذاس ػذدٕ اًتگشال اص ساثطِ صٗش ثذػت هٖ آٗذ  :

 
b

a
xFdxxf )()( )()(| aFbFb

a   

ثِ ّش حبل دس کبسثشدّبٕ هٌْذػٖ اغلت ثِ اًتگشال ّبٖٗ ثشخَسد هٖ کٌ٘ن کِ ثشإ تبثغ صٗش 

 سا ًوٖ تَاً٘ن ثِ طَس تحل٘لٖ ث٘بى کٌ٘ن ٗب همذاس ػذدٕ تبثغ f(x) تبثغ اٍلِ٘ إ هبًٌذ f(x)اًتگشال 

f(x) ِدس ٗک خذٍل دادُ ؿذُ اػت ، دس اٗي حبلات ثبٗؼتٖ اص ٗک سٍؽ تمشٗجٖ ثشإ هحبػج 

همذاس ػذدٕ اًتگشال اػتفبدُ کٌ٘ن، هثلا اًتگشالْبٖٗ کِ ثِ سٍؽ ػبدٕ ًوٖ تَاى آًْب سا هحبػجِ 

:  کشد 

,...,
sin 2

2

1

0

2

dxedx
x

x x

 

  

اًتگشال - 
b

a
dxxf  = x = a ٍ x  ٍ خطَط y = f(x) ّوبى هؼبحت هحلَس ؿذُ ث٘ي هٌحٌٖ )(

b هحَس ٍ x دس ٍالغ ثشإ هحبػجِ همذاس ػذدٕ اًتگشال ثبٗؼتٖ ػطح .  ّب هٖ ثبؿذR سا حؼبة 

کٌ٘ن  دس اٗي صهٌِ٘ سٍؽ ّبٕ هتؼذدٕ ٍخَد داسد کِ چٌذ سٍؽ اص  آى ّب سا ث٘بى کشدُ کِ ثؼذا 

ؿوب ثشًبهِ کبهپَ٘تشٕ  

. آًْب سا خَاّ٘ذ ًَؿت 
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 سا تَػط ٗک کث٘شالدولِ تمشٗت  هٖ کٌ٘ن ػپغ اص کث٘شالدولِ f(x)ثشإ اٗي هٌظَس  تبثغ 

ثذْٖٗ اػت کِ ّش چِ . حبكل اًتگشال گشفتِ ٍ همذاس ػذدٕ اًتگشال سا ثِ دػت هٖ آٍسٗن 

ٗکٖ اص اٗي سٍؿْب سٍؽ هؼتط٘ل . دسخِ کث٘شالدولِ تمشٗت ث٘ـتش ثبؿذ دلت هب ث٘ـتش خَاّذ ثَد 

. اػت کِ آى سا تَه٘ح هٖ دّ٘ن

  

:  قاوًن مستطٕل

 f(x) لؼوت هؼبٍٕ تمؼ٘ن هٖ کٌ٘ن آًگبُ دس ّش ثبصُ n سا ثِ [a,b]دس اٗي سٍؽ اٍل فبكلِ 

تَػط ٗک کث٘شالدولِ دسخِ كفش تمشٗت هٖ ؿَد ، ٗؼٌٖ دس صٗش فبكلِ  1ii xوx تَػط همذاس 

)( ixf تمشٗت هٖ ؿَد دس ٍالغ دس ّش صٗش فبكلِ هٌحٌٖ تَػط خطٖ هَاصٕ هحَس x ّب تمشٗت 

. هٖ ؿَد

 

n

ab
h


  

2

1 ii

i

xx
x


                                ،  1,  iii xxx  

    





b

a

x

x

x

x

x

x

x

x

i

i

n

n

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfs
1

0

2

1

1

1

)(...)(...)()()(  
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: اهب ثشإ هحبػجِ ٗکٖ اص آًْب داسٗن 

)())((

))(()()()(

1

1
11 1

iiii

x

x

x

x
ii

x

x

x

x
i

xhfxxxf

xxfdxxfdxxfdxxf i

i

i

i

i

i

i

i








 

   

: حبل هٖ تَاى تؼو٘ن داد ٍ ًَؿت












1

1

1210

)(

)(...)(...)()()(

n

i

i

ni

xfhs

xhfxhfxhfxhfxhfs

 

 

:  مثال

dxxهطلَة اػت ثب اػتفبدُ اص سٍؽ گفتِ ؿذُ
1

0

 ثب 2
2

1
hسا حل کٌ٘ذ  .

))()(( 10

1

0

2 xfxfhdxx   

 

 

ix  
0x          0x            1x               1x            2x  

0            0/25             0/5                0/75               1 

if  0                                 0/25                                   1 

0f                                  1f                                   2f  

 

 
1

0
10

2

16

5
)

16

10
(

2

1
)

16

9

16

1
(

2

1
))

4

3
()

4

1
((

2

1
))()(( ffxfxfhdxx  

: همزاس دل٘ك
3

1

3

0

3

1

3

1

0

3
1

0

2 
x

dxx  

  خطب
48

1
)

16

5

3

1
(   
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:  قاعدٌ ذيشوقٍ 

 تَػط ٗک کث٘شالدولِ دسخِ كفش تمشٗت هٖ ؿذ،اص دلت ًؼجتب f(x)دس سٍؽ هؼتط٘ل چَى 

حبل ثشإ ثبلا ثشدى دلت ،کث٘شالدولِ سا اص دسخِ كفش ثِ دسخِ ٗک استمب هٖ . کوٖ ثشخَسداس ثَد

. دّ٘ن

؟؟؟ 

h

xx
rrhxx

frfxp

n

ab
h

i

i

ii









)(1  

لزا دس ّش ثبصُ هبًٌذ  1, ii xxتَػط ٗک چٌذ خولِ إ دسخِ ٗک پ٘ـشٍ تمشٗت هٖ ؿَد،لزا :

)
2

1
(

2
)()( 1

0

2
1 1

ii

x

x

x

x
iiii

ffh

f
r

rfhdrfrfhdxxf
i

i

i

i











 

 

 

iii: حبل اگش  fff  1سا خبگزاسٕ کٌ٘ن داسٗن  :





1

)(
2

)( 1

i

i

x

x
ii ff

h
dxxp  

:  لزا





1

)(
2

)( 1

i

i

x

x
ii ffhdxxf  

:  دس ًت٘دِ فشهَل کلٖ آى سا هٖ تَاى ثِ كَست صٗش ًَؿت 
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.  کَچکتش ثبؿذ خطب کوتش اػتhفشهَل ثبلا ًـبى هٖ دّذ کِ ّش چِ 

 

:  مثال 

تمشٗجْبٖٗ اص 
1

0

2dxx ٕثشا 
4

1
,

2

1
,1hحؼبة ٍ خطبٕ آى سا ثشسػٖ کٌ٘ذ  .

 

8

3

2

1

4

1
0

2

1

2
)

2

1
(

22

1
)

2

1
(

2

1
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1

22
1)1(

2
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2
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)(

)1()0(

)1()0(

121
0

2












































f
f

f
T
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T

f
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f
hhT

xxf

n
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32

11

64

22

16

8

16

9

16

4

16

1

4

1

2

1

16

9

4

1

16

1
0

4

1

2
)

4

3
()

4

2
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4

1
(

24

1
)

4

1
(

)1()0(






























f
fff

f
T

 

 

: همذاس دل٘ك   
1

0

1

0

3
2

3

1

3

x
dxx  

T(1)ٕخطب
6

1

6

32

2

1

3

1



  

T(
2

1
 =خطبٕ(

24

1

24

98

8

3

3

1



  
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T(
4

1
 خطبٕ(

96

1

32

11

3

1
  

.  کَچکتش هٖ ؿَد خطب کن هٖ ؿَد hهلاحظِ هٖ ؿَد کِ ّش چِ 

 

:  تمسٔه

تمشٗجٖ اص 
1

0
)( dxxfسا ثب اػتفبدُ اص خذٍل همبدٗش صٗش حؼبة کٌ٘ذ. 

ix  0             0/2                  0/4                0/6               0/8                    

1 

if  1           1/2214           1/4918          1/8221         2/2255            

2/7183 

 

: تمسٔه 

 تمشٗجٖ اص  2

0
sin

n

xdx سا ثب اػتفبدُ اص
8

n
h  حؼبة کٌ٘ذ ٍ ثب همذاس ٍالؼٖ اًتگشال همبٗؼِ کٌ٘ذ  .

: با زيش ذيشوقٍ 

F(x) = sin x  

  986274/04999/09236/07068/03824/003925/0)
8

(

2

)
8

4
(

)
8

3
()

8

2
()

8
(

28
)

8
(

2
...

2
)(

0

121
0































 






T

f

fff
f

T

f
fff

f
hhT n

n

 

: همذاس دل٘ك  2

0

2
0 1)1(0cossin

 

Axxdx  
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 )(013726/0986274/01 خطب  hTAE  

. کِ ثب سٍؽ هؼتط٘ل ً٘ض ّو٘ي همذاس ثِ دػت هٖ آٗذ

 

: تمسٔه

 ّبٕ دادُ ؿذُ ؟  h هطلَة اػت هحبػجِ اًتگشال ّبٕ صٗش ثب 

1)  
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0 21 x

dx
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 همذاس دل٘ك 



1

0

1

02
785/0

4
)0arctan()1arctan(arctan

1


x

x

dx
 

1559/0)
4

1
(01/0)

2

1
(035/0)1(  ETوETوET  

 

2) 

       
2

0
dxxex                                 

4

1

2

1
hو   

   

xf)( ٗک کشاى ثبلا ثشإ 2Mاگش -  ٌٖثبؿذ ٗؼ   :

bxa

Mxf




2)(max
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:  آًگبُ دس هَسد خطبٕ رٍصًمِ هٖ تَاى ًَؿت 
















eMh
ab

Mh
ab

hET

4
12

12

)(
)(

2

2

2

2

 

:  مثال 

تمشٗجٖ اص 
1

0
sin xdxx 210 ثب لبػذُ رٍصًمِ إ حؼبة کٌ٘ذ کِ خطبٕ آى اصکوتش ثبؿذ .

اثتذا ثبٗذ  (حل
2M سا حؼبة کٌ٘ن لزا :                                  a      b 

xxxf sin)(                    10  x  

xxxxf cossin)(   

 

xxxxf

xxxxxf

sincos2)(

sincoscos)(




 

: کِ داسٗن 231112sincos2sincos2)( Mxxxxxxxf   

 

:  سااص ساثطٔ صٗش هحبػجِ هٖ کٌ٘نhحبل 

2040010
4

)3(
12

01

12

22
2

2

2

2 



  hh

h
hMh

ab
ee  

:  ثگ٘شٗن ثب اػتفبدُ اص لبػذٓ رٍصًمِ داسٗن20 سا ثشاثشhحبل اگش

 

30578/0

)1sin(1)8/0sin()8/0(2)6/0sin()6/0(2)4/0sin()4/0(2)2/0sin()2/0(2)0sin(0
2

2/0

1

0





 sixdxx
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: ثشإ هحبػجٔ اًتگشال ٍالؼٖ داسٗن

2

1

0

1
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  xxxxdxxxxdxx

 

 طَل فبكلِ سا هـخق کٌذ آًْب سا طَسٕ ث٘بث٘ذ کِ لبًَى رٍصًمِ h تؼذاد ًمبط ٍ Mاگش : توشٗي

9105دس هَسد اًتگشال صٗش دلتٖ هؼبدل داؿتِ ثبؿذ  .
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21cos)( Mxxf : کِ داسٗن
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








hh

hhh

hMh
ab

e







 

 

 : ترکس

 صٗبد ؿَد دس ًت٘دِ طَل فَاكل nتَخِ ؿَد کِ دسسٍؽ رٍصًمِ ّش چِ تؼذاد تمؼ٘وبت ٗؼٌٖ

دس ًت٘دِ خطب کن هٖ ؿَد ٍلٖ اص ٗک هشحلِ ثِ .  کَچک هٖ ؿَد لزا دلت ثبلا هٖ سٍدhٗؼٌٖ 

.  دلت کن هٖ ؿَدnثؼذ دس اثش خطبٕ گشد کشدى ثب افضاٗؾ 

:   هٌبػت اًتخبة ًوَد ، ساّْبٕ هتفبٍتٖ ٍخَد داسدnثشإ اٌٗکِ ثتَاى ٗک 
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دس ّش هشحلِ کِ تؼذاد تمؼ٘وبت ساافضاٗؾ هٖ دّ٘ن ،خَاة ّبٕ دٍ هشحلِ سا ثب ّن همبٗؼِ هٖ 

 سلن هثل ّن ثَد، آًگبُ دلت هَسد ًظشثِ دػت آهذُ ٍ ثبٗذ kکٌ٘ن اگشًتبٗح دٍ هشحلِ تب 

 .هحبػجبت هتَلف ٍ تؼذاد تمؼ٘وبت افضاٗؾ ً٘بثذ

 

: قاوًن سٕمپسًن

هـَْد اػت کِ لبػذٓ رٍصًمِ ثؼ٘بس کٌذ اػت ثِ ػجبست دٗگش ٗشإ ثِ دػت آٍسدى تمشٗجٖ ًِ 

دسسٍؽ ّبٕ لجلٖ ،هثلاًهؼتط٘ل ،تَػط  . چٌذاى دل٘ك ثبٗذ تبثغ سادس ًمبط ثؼ٘بسٕ هحبػجِ کشد

اهب دس . تمشٗت هٖ ؿذ 1ٗک کث٘شالدولٔ دسخٔ كفش ٍ رٍصًمِ تَػط ٗک کث٘ش الدولٔ دسخٔ 

ّب اص nّب hٍ تمشٗت هٖ کٌ٘ن کِ 2 سا تَػط کث٘ش الدولٔ دسخٔ xf)(سٍؽ ػ٘وپؼَى اٗي ثبس

 .ّوبى لَاً٘ي لجلٖ تجؼ٘ت هٖ کٌذ

21 سا ثشإ ًمبط fدسٍى ٗبة  اثتذاچٌذ خولِ ا ٕ ,,  iii xxx هٖ ًَٗؼ٘ن ،اٗي چٌذ خولِ إ ثب 

:  تَخِ ثِ هطبلت گفتِ ؿذُ دس فلل لجل ثِ كَست صٗش تمشٗت هٖ ؿَد 

iii f
r

rr
frfxP 2

!

)1(
)( 


 

: ثٌبثشٗي لشاس هٖ دّ٘ن 

 
 


2 2

)()(
i

i

i

i

x

x

x

x
dxxPdxxf 

: ٍاًتگشال ػوت ساػت سا حل هٖ کٌ٘ن 

rhxxثب تغ٘٘ش هتغ٘ش i  داسٗن  : 
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hdrf
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frfdxxP i

x

x
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i

i

)
!2

)1(
()( 2

2 2

0



 

 

 : حبل اًتگشال سا حؼبة هٖ کٌ٘ن ، داسٗن 

2

0

2
232

)
46

(
2









 iii f

rr
f

r
rfh 

 

ثبتَخِ ثِ اٌٗکِ                      
iiiiiii

x

x
iii

fffffff

hfffdxxf
i

i



















112

2

2
2

,2

3

1
22)(                                                                    

 :ٍخبٗگزاسٕ داسٗن 

 214
3

)(
2

 


iii

x

x
fff

h
dxxP

i

i

 

حبل اگش لبئذٓ ػ٘وپؼَى سا ثشإ کل ثبصٓ nxx دٍ گبم ، دٍگبم ٗؼٌٖ 0, 2, ii xx 

: ، داسٗن  (  ثبٗذ صٍج ثبؿذ n)اخشا کٌ٘ن 



   









n

n

nn

n

n

n

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

2

4

2

2

000

2

0

4

2

6

4 20

)()()()()(

)()()()()(

 

: لزا داسٗن 

     nnn

x

x
fff

h
fff

h
fff

h
dxxf

n

  12432210 4
33

4
3

)(
0

 

فشهَل لبئذٓ ػ٘وپؼَى هشکت 

  

   

nx

x
nnn ffffffff

h
hsdxxf

0
1243210 422424

3
)()( 

2
  

2
  

4
  0  
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 : مثال 

تمشٗجٖ اص 2

0
sin



xdxثب لبئذٓ ػ٘وپؼَى ثب
4


hٍتمشٗت د ٗگشٕ ثب 

8


h حؼبة کٌ٘ذ. 

 

  0028/11220
12

)
2

sin()
4

sin(4)0(sin(
12

4
3

sin 210
2

0










fff
h

xdx

 

                              
2

               
8

3                 
4

                  
8

             
8

 

 

 

 

 :اص طشفٖ هٖ داً٘ن 

1)1(0)0cos(()
2

cos(cossin 2
0

2

0





nxdx 

 

 : تمسٔه 

تمشٗجٖ اص
1

0

3dxx ِسا ثب اػتفبدُ اص لبًَى ػ٘وپؼَى ًَؿتِ ًٍـبى دّ٘ذ کِ ػ٘وپؼَى ثشإ چٌذ خول

. إ ّبٖٗ تب دسخٔ ػَم دل٘ك اػت

  

   00013/1169552/34142/153073/10
24

)
2

sin()
4

3
sin(4

)
4

sin(2)
8

sin(4)0sin(
3

8424
3

sin 43210
2

0












fffff
h

xdx
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 
4

1
)

2

3
(

6

1
)1

2

1
(

6

1
1)

8

1
(40

3

2

1

4
3

2

1

210

1

0

3 











 fff
h

dxx

h

 

: 0)
2

1
(1

4

1
0

4

1

4

11

0

1

0

43  Sxdxx همذاسدل٘ك  :

 : حبل ثشإ چٌذ خولِ إ ّبٕ دسخٔ اٍل ٍدٍم ثشسػٖ هٖ کٌ٘ن 

 
3

1
)11(

6

1
1)

4

1
(40

6

1
4

3
210

1

0

2 







 fff

h
dxx

 

0)
2

1
(

3

1
0

3

1

3

11

0

1

0

32  Sxdxx
 همذاسدل٘ك  :

2

1
)3(

6

1
)1)

2

1
(40(

6

1
)4(

3
2

1

0
10  fff

h
dxx

 

: 0)
2

1
(

2

1
0

2

1

2

11

0

1

0

2  Sxxdx همذاسدل٘ك

  

: خطاْ قائدِ سٕمپسًن 

)4()(اگشٗک کشاى ثبلا ثشإ xf  : ثبؿذ ٗؼٌٖ  

40

4

)4( )(

xxx

Mxf



 

4                                                    :کِ اص آى ًت٘دِ هٖ ؿَد

4

180

)(
)( Mh
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hS


 

eMh                                                                              :ٍداسٗن
ab




4

4

180
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 : تمسٔه

 تمشٗجٖ اص 2

0
cos



xdxx510خطبٕ آى کوتشاص. سا ثِ سٍؽ ػ٘وپؼَى حؼبة کٌ٘ذ ثبؿذ     

  (ثشًبهٔ کبهپَ٘تشٕ آى سا ثٌَٗؼ٘ذ ) 

1435/13
101176

57/1

101176

2

10117610019/0
1060

10
60
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180

2

180

6cossin4cossin4)(

cossin4cossinsin3)(
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
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










nn
h

ab
n

hhh

hhMh
ab

Mxxxxxxxf

xxxxxxxxf

xxxxxxxxf

xxxxxxxxf

xxxxf

xxxf

e










 

 

حبل ثبصٓ 








2
,0
 ِلؼوت تمؼ٘ن هٖ کٌ٘ن ٍ ثِ سٍؽ ػ٘وپؼَى تمشٗجٖ اص 14سا ث 2

0
cos



xdxx سا 

 .هٖ ٗبث٘ن 

 

 : تمسٔه

310تمشٗجٖ اص ّش ٗک اص اًتگشال ّبٕ صٗش سا ثب لبػذٓ ػ٘وپؼَى حؼبة کٌ٘ذ کِ خطبٕ آًْب اص  

. کوتش ثبؿذ
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     


2

2

cos



 xdx (    ت 

1

0 1x

dx    (                ح
2

1
dxxex (                 ةdxe x


1

0
   الف)  

:  کِ اص اى ًت٘دِ هٖ ؿَد 

: ٍداسٗن 

 : تمسٔه

 سا ثشإ هحبػجٔ تمشٗجٖ hحذٍد 
1

0
sin xdxe xِچٌبى تؼ٘٘ي کٌ٘ذ ک   :

)(510داؿتِ ثبؿ٘ن                                                 (الف  h 

)(510داؿتِ ثبؿ٘ن                                                   (ة  hS 

 

  Midle  point: قاعدِ وقطّ مٕاوٓ

سٍؽ ّبٕ اًتگشال گ٘شٕ رٍصًمِ ٍػ٘وپؼَى کِ تبکٌَى ؿشح دادُ اٗن اص ًمبط اثتذاٖٗ ٍاًتْبٖٗ 

 : ثٌبثشاٗي هحبػجِ اًتگشال ّبٖٗ ثِ فشم. ثبصُ اًتگشال گ٘شٕ اػتفبدُ هٖ کٌٌذ 

                                                                                

 ،   

. ثب آى سٍؽ ّب هّ٘ؼش ًوٖ ثبؿذ

دس اٗي لؼوت سٍؽ ػبدُ إ سا ؿشح هٖ دّ٘ن کِ هٖ تَاى تمشٗت ّبٖٗ اص حؼبة کشد کِ اص 

)(,)( afbfاػتفبدُ ًٌوبٗذ    .

: دس اٗي لبػذُ لشاس هٖ دّ٘ن: لبػذٓ ًمطٔ ه٘بًٖ 


1

0 x

dx 


1

1 21 x

dx
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2 h
xhfdxxf
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x
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: کِ دس حبلت کلٖ داسٗن










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h
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h
xfhhMdxxf

h
xhf
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h
xhfdxxf

n

b

a

n

b

a

 

 nx اػتفبدُ ؿذُ ٍ ًِ اص0xهلاحظِ هٖ ؿَد کِ دس فشهَل فَق ًِ اص

 

 : مثال

تمشٗت ّبٖٗ اص
1

0

2dxx ٕسا ثِ سٍؽ ًمطٔ ه٘بًٖ ثِ اصا 
2

1
hٍ  

4

1
h حؼبة کٌ٘ذ ٍ خطبٕ اٗي

  .همبدٗشسا ثِ دػت آٍسٗذ

                   

                  1      
4

3                            
2

1                      
4

1                 0  
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(
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                                         1            
8
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4
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8
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4
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8
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4
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8

1        0       

 

 

 

33/0
3

1
0

3

1

3

11

0

1

0

32  xdxx:   دل٘ك

00521/0328125/033/0)
4

1
(

0208/03125/033/0)
2

1
(





 

  : مثال

تمشٗجٖ اص
09/0

0 x

dxسا حؼبة کٌ٘ذ  .

: همذاسٍالؼٖ اًتگشال چٌ٘ي ثِ دػت هٖ آٗذ (حل

  6/02
09/0

0

09/0

0
 x

x

dx 

 (  04/0hثب اًتخبة ): هوٌبً ثب اػتفبدُ اص فشهَل ًمطٔ ه٘بًٖ ثِ دػت هٖ آٍسٗن

 

)6515/37140/4165/8(03/0
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: بىابسأه

49595/05305/1603/0
09/0

0


x

dx

 

.   خطب داسد کِ لبثل تَخِ اػت104/0هـبّذُ هٖ ؿَد کِ اٗي همذاس تمشٗجٖ حذٍد

 ثؼ٘بس h ثٖ ًْبٗت ّؼتٌذ، همذاسbf)( ٗب af)(اص اٗي سٍ تَكِ٘ هٖ ؿَد کِ دس ًضدٗکٖ ًمبط کِ

:  ثِ دػت هٖ آٍسٗنh=%1ثب اًتخبة . کَچک اخت٘بس ؿَد

539587/0
085/0

1

015/0

1

005/0

1
01/0

09/0

0











x

dx  

 

 اػت ثِ طَسٕ کِ دس چٌ٘ي اًتگشال ّبٖٗ ٗبٗذ ثشإ 07/0خطبٕ اٗي همذاستمشٗجٖ حذٍد

 سا h سا ثؼ٘بسکَچک اخت٘بسکشد ٍ ثشإ ثم٘ٔ ثبصُ hلؼوتٖ کِ ًضدٗک ًمطٔ هٌفشد تبثغ اػت؛ 

: خ٘لٖ کَچک ًگشفت،هثلاً لشاسدّ٘ذ

  
09/0

0
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)()()( dxxfdxxfdxxf 

 

dxxfٍثشإ  )(
01/0

0 همذاسhٍثشا002/0ٕ سا 
09/0

01/0
)( dxxfهمذاس hدس ًظشثگ٘شٗذ 02/0 سا 

: ثب اٗي اًتخبة ثِ دػت هٖ آٍسٗن
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: ٍ ّوچٌ٘ي داسٗن
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: پغ

566813/0393782/0173031/0
09/0

0


x

dx 

 

 ساثبٗذ hاهب ثشإ کن کشدى خطب،.  اػت033187/0، ثشاثش)6/0(اختلاف اٗي همذاس ثب همذاس ٍالؼٖ

. کَچک گشفت

 

 

: خطاْ وقطّ مٕاوٓ
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: خصًصٕات زيش وقطّ مٕاوٓ

. اٗي سٍؽ ظبّشاً ثْتشاص سٍؽ رٍصًمِ إ اػت صٗشا خطبٕ آى ًلف خطبٕ رٍصًمِ إ اػت

. داسد لبثل اػتفبدُ اػت (ثٖ ًْبٗت)ػلاٍُ ثش اٗي ثشإ اًتگشال تَاثؼٖ کِ دس ًمبط ٗب همذاسًبهؼ٘ي 

اهب لبػذٓ رٍصًمِ إ خبك٘ت خبلجٖ داسد کِ ًِ سٍؽ ه٘بًٖ ٍ ًِ لبػذٓ ػ٘وپؼَى آى خبك٘ت سا 

 ًمبطٖ کِ تبثغ دس آًْب T (h)دس. سا حؼبة کٌ٘ذTٍ (h)M (h) ثبثتhٖفشم کٌ٘ذ ثِ اصإ . ًذاسد

: حؼبة هٖ ؿَد ثِ كَست صٗش هٖ ثبؿذ

bhnahahaahT ,)1(,,2,,)(  

 

 :ًٍمبطٖ کِ ثشإ ًمطٔ ه٘بًٖ اػتفبدُ هٖ کٌ٘ن ػجبست اًذ اص

 

2
)1(,,

2
3,

2
)(

h
hna

h
a

h
ahM  

 :حبل اگش ثشإ اٗي سٍاثط سا ثبص ًَٗؼٖ کٌ٘ن داسٗن
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 : وکتٍ

 ثکبس هٖ سٍد دس هحبػجٔ ً٘ض دٗذُ هٖ T (h)هـبّذُ هٖ ؿَد کِ توبم ًمبطٖ کِ ثشإ هحبػجٔ 

ؿَد لزا ثشإ هحبٗجٔ هٖ تَاى اص همبدٗش تبثغ کِ لجلاً حؼبة ؿذُ اػت اػتفبدُ کشد ٍلٖ ّ٘چ کذام 

 . ثِ کبس سفتِ اًذ ً٘ؼتٌذM(h)اص ًمبطٖ کِ دس هحبػجٔ ثِ کبس هٖ سًٍذ اص ًمبطٖ کِ دس هحبػجٔ 

 

   :وکتٍ

اؿکبل دٗگش ًمطٔ ه٘بًٖ آى اػت کِ هوکي اػت ًتَاى آى سا ثشإ ثشآٍسد همذاس اًتگشال ٗک 

صٗشا اگش همذاس تبثغ دس ًمبطٖ کِ دس خذٍل ً٘ؼت لاصم ثبؿذ اثتذا ثبٗذ اص . تبثغ خذٍلٖ ثِ کبس ثشد

 .دسٍى ٗبثٖ اػتفبدُ ٍ ػپغ اٗي همذاس سا ثشآٍسد کشد

 

 

 : تمسٔه

 . ّبٕ هؼ٘ي ؿذُ حؼبة کٌ٘ذhتمشٗت ّبٖٗ اص اًتگشال ّبٕ صٗش سا ثب لبػذٓ ه٘بًٖ ثِ اصإ 

 

     2/0
sin1

0
 hdx

x

x(             1/0ة
1

1

0


 h
x

dx( الف
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 : تمسٔه

)(310تمشٗجٖ اص اًتگشال ّبٕ صٗش سا حؼبة کٌ٘ذ کِ ثشإ آًْب              h 

                

1

1 21 x

dx(                                                     ةdxxx
1

0
sin ( الف

 

 : تمسٔه

تمشٗجٖ اص


1

0 21 x

dxحؼبة کٌ٘ذ  .

:         ساٌّوبٖٗ   
1

0

1/0

0

1

1/0
 

 

 

 

 

 

: فصل پىجم

 :دستگاَُا

 

 : ثشإ حل دػتگبُ هؼبدلات خطٖ دٍ سٍؽ ٍخَد داسد
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سٍؽ ّبٕ هؼتم٘ن  ( الف

سٍؽ ّبٕ تکشاسٕ  (ة

سٍؽ ّبٖٗ ّؼتٌذ کِ پغ اص اًدبم چٌذ هشحلٔ هـخق ثِ خَاة هٖ سػ٘ن کِ اٗي خَاة  (الف

دس حبلٖ کِ دس سٍؽ ّبٖٗ . ثذٍى دس ًظش گشفتي خطبٕ گشد کشدى خَاة دل٘ك دػتگبُ اػت

 ٍ ٗب سٍؽ 1Aسٍؽ ّبٕ هؼتم٘ن هبًٌذ سٍؽ. تکشاسٕ تٌْب ثِ ٗک تمشٗت اص خَاة هٖ سػ٘ن

:  کِ آًْب سا ثِ كَست صٗش ؿشح هٖ دّ٘ن. حزفٖ گَع
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Ax=bهبتشٗغ هشاٗت  هبتشٗغ هدَْل             ػوت ساػت         A 

                             b                       

:1:سٍؽ A 

Ax=b 

 : هشة هٖ کٌ٘ن1Aطشف٘ي سا دس



 www.icivil.ir     پرتال جامع داوشجًیان ي مهىدسیه عمران 
 

86 

 

bXbX

bX

11

11








 

 : اص فشهَل صٗش اػتفبدُ هٖ کٌ٘ن1Aثشإ هحبػجٔ
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ijِػٌلش: اٌٗگًَِ حؼبة هٖ ؿَدکija سا دس ًظش گشفتِ ٍ ػطش ٍ ػتًَؾ سا حزف هٖ کٌ٘ن 

 ثِ دػت هٖ ijحبل اگش دتشهٌ٘بى هبثمٖ آى سا حؼبة کٌ٘ن ٍ دس ػلاهت هحل آًْب هشة کٌ٘ن

 .آٗذ

ji )1(  ija ػلاهت هحل       

 پذٗذ آهذُ اػت اگش ػطش ٍ ػتَى ّبٕ آى سا ػَم کٌ٘ن تشاًْبدُ ٗب ّوبى nحبل هبتشٗغ

.   ثِ دػت آهذُ اػتTNتشًؼپَصُ ٗب ّوبى

:  مثال
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   :وکتٍ

اگش دتشهٌ٘بى هؼبٍٕ كفش ثبؿذ چَى هؼکَع آى هحبػجِ ًوٖ ؿَد، ثِ آى هبتشٗغ هٌفشد هٖ 

.  گٌَٗذ ٍ دس غ٘ش اٗي كَست ثِ آى هبتشٗغ غ٘ش هٌفشد هٖ گٌَٗذ
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 .  غ٘ش هٌفشد اػتAلزا 
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: زيش حرفٓ گًس

ٗب پبٗ٘ي )دس اٗي سٍؽ ثب اػتفبدُ اص ػول٘بت ػطشٕ همذهبتٖ، هبتشٗغ سا ثِ ٗک هبتشٗغ ثبلا هثلثٖ 

.  تجذٗل هٖ کٌ٘ن، آًگبُ ثب خبٗگزاسٕ پؼش ٍ هدَْل ّب سا ٗکٖ ٗکٖ هٖ ٗبث٘ن (هثلثٖ

. (اگش هبتشٗغ پبٗ٘ي هثلثٖ ثبؿذ ثب ػول٘بت پ٘ـشٍ ثِ خَاة هٖ سػ٘ن )

:  ػجبست اػت اص: ػول٘بت ػطشٕ همذهبتٖ چ٘ؼت؟ خَاة: ػئَال

تؼَٗن کشدى دٍ ػطش  (الف

هشة کشدى ػطش دس ػذدٕ هخبلف كفش   (ة

. هشة ٗک ػطش دس ػذدٕ هخبلف كفش ٍ خوغ ًوَدى آى ثب ػطشٕ دٗگش (ج

 

: مثال



 www.icivil.ir     پرتال جامع داوشجًیان ي مهىدسیه عمران 
 

89 

 

3

1
15

7
2)

3

1
(5

5

2
1)

3

1
()

15

7
(2

1300

250

12

1450

250

12

3

2

23

02

12

3

22

11

3

32

321

32

2

1

32

32

321

3

2

1

13

12

1

321

321

321

3

2

1

























































x

xx

xx

x

xx

xxx

LL

L

L

xx

xx

xxx

d

d

d

dL

dL

L

xxx

xxx

xxx

d

d

d

 

 : وکتٍ

اگش هبتشٗغ سا ثِ ٗک هبتشٗغ پبٗ٘ي هثلثٖ تجذٗل هٖ کشدٗن، خَاة ّب ٗوبى ٗکؼبى ثِ دػت هٖ 

. ًکتِ إ دٗگش ٍخَد داسد کِ ثؼ٘بس هْن اػت ٍ آى سا ثؼذ اص هثبل صٗش خَاّ٘ن گفت. آهذًذ

: مثال
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اگش هبتشٗغ حؼبثٖ ثبؿذ، احتوبل . پغ ًت٘دِ هٖ گ٘شٗن کِ خب ثِ خب کشدى ػطش ّب الکٖ ً٘ؼت

دس اٌٗدب سًٍذٕ سا ث٘بى هٖ کٌ٘ن کِ ثشإ هبتشٗغ ّبٕ . اٌٗکِ ثِ خَاة غلط ثشػ٘ن ثؼ٘بس اػت

. حؼبع ً٘ض ثِ هـکل ثشًخَسٗن

سٍؽ کبس ثِ اٗي ؿکل اػت کِ هبتشٗغ سا ًشهبل٘ضُ هٖ کٌ٘ن ٗؼٌٖ دس ّش ػتَى هشٗت ثضسگ سا 

تـخ٘ق دادُ ٍ ػطش هتؼلك ثِ آى سا ثِ ػطش اٍل اًتمبل هٖ دّ٘ن، آًگبُ اص ػتَى دٍم ػذد ثضسگ 

سا تـخ٘ق دادُ ٍ ػطش هتؼلك ثِ آى ػذد سا ثِ ػطش دٍم اًتمبل هٖ دّ٘ن ٍ اٗي ػول سا تب ػتَى 

ٗؼٌٖ ثؼذ اص ػول ًشهبل٘ضُ کشدى ثبٗذ تب حذ اهکبى ّب ثضسگتشٗي همذاس سا . آخش اداهِ هٖ دّ٘ن

حبل اگشّش هؼذلِ سا دس تمؼ٘ن کٌ٘ن لزا ػٌبكش سٍٕ لطش اكلٖ ٗک ٍ اکثش ػٌبكش . داؿتِ ثبؿذ

حبل ثشإ پبٗ٘ي هثلثٖ . اٗي ػول سا ػول ًشهبل٘ضُ هٖ گٌَٗذ. دٗگش اص ٗک کَچکتش هٖ ثبؿٌذ

)1(. اٖٗ سا دس ًظش ثگ٘شٗذ لذس هطلك آى کَچکتشاصٗک خَاّذ ثَدkکشدى، ّش   

 

:  زيش َاْ تکسازْ بساْ حل دستگاَُاْ معادلات خطٓ (ب

دس اٗي لؼوت سٍؽ ّبٖٗ سا هَسد ثشسػٖ لشاس هٖ دّ٘ن کِ اٗي سٍؽ ّب ثشًبهٔ کبهپَ٘تشٕ آًْب ثِ 

ثِ ٍٗظُ اگش دس دػتگبّٖ کِ هبتشٗغ هشائت آى كفش ّبٕ صٗبدٕ سا . هشاتت ػبدُ تش هٖ ثبؿذ

اص سٍؽ ّبٕ . سٍؽ ّبٕ تکشاسٕ ثِ هشاتت هٌبػت تش اص سٍؽ ّبٕ هؼتم٘ن هٖ ثبؿذ. داؿتِ ثبؿذ
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دس اٗي سٍؽ ّب اٗي ػول ثشإ . ػبٗذل اػتفبدُ هٖ کٌ٘ن–تکشاسٕ دٍ سٍؽ طاکَثٖ ٍ گَع 

: ّشدٍ سٍؽ ٗکؼبى اػت

bXدس دػتگبُ اص هؼبدلٔ دٍم.  اص هؼبدلٔ اٍل سا ثِ دػت هٖ آٍسٗن
2x ٖسا ثِ دػت ه 

آًگبُ ثب ٗک تمشٗت اٍلِ٘ ٍ خبٗگزاسٕ ٍ تکشاس ثِ . ام سا ثِ دػت هٖ آٍسٗنjٍ اصهؼبدلٔ... آٍسٗن،

حبل كحجت ّبٗوبى سا ثشإ ٗک دػتگبُ ػِ هؼبدلِ ٍ ػِ هدَْل هثبل . خَاة دلخَاُ هٖ سػ٘ن

.  هٖ صً٘ن
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 :ترکس

 .  احتوبل داسد ٗکٖ اص ّب كفش ثبؿذ، ثشإ فشاس اص اٗي هـکل دٍ ػطش سا تؼَٗن هٖ کٌ٘ن
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: زيش ژاکًبٓ

)0(ثؼذ اص اٌٗکِ ًمطٔ ؿشٍع
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:  هثبل
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3x 

2x 
1x  ُؿوب س

 تکساز
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14 

دسػت اػت « خْبس سلن اػـبس » ) D4)هحبػجبت تب

 

:   سأدل –زيش گًس 

ػبٗذل ّوبى سٍؽ تکشاسٕ طاکَثٖ اػت ثب اٗي تفبٍت کِ اص ّش همذاس - سٍؽ تکشاسٕ گَع

خذٗذ ثِ دػت آهذُ اص هؤلفِ ّبٕ خَاة دس ػبٗش اٗي هؤلفِ ّب اػتفبدُ هٖ ؿَد؛ ثشإ تَه٘ح 

:  صٗش سا ًگبُ کٌ٘ذ3*3ثْتش هبتشٗغ 
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 : وکتٍ

ػبٗذل ػشٗغ تش اص سٍؽ طاکَثٖ ثِ - ّوبًگًَِ کِ اص هثبل ّب پ٘ذاػت سٍؽ تکشاسٕ گَع

الجتِ هثبل ّبٕ خبكٖ ٍخَد داسد کِ اص اٗي گفتِ تجؼ٘ت ًوٖ کٌذاهب غبلجبً گَع . خَاة هٖ سػذ

ًکتٔ ثؼذٕ اٗي کِ لجل اص حل هؼئلِ ثْتش اػت هبتشػٖ ثِ كَست لطشٕ . ػبٗذل لَٕ تشاػت–

لطشٕ لبلت چ٘ؼت؟ ّوبى هشحلٔ اٍل ًشهبل٘ضُ کشدى اػت، ٗؼٌٖ سٍٕ لطش )لبلت ًَؿتِ ؿَد

 ّب iؿشط تَلف ػول٘بت ثِ اٗي ؿکل اػت کِ ثشإ توبم (ثضسگتشٗي اػذاد هشائت لشاس گ٘شًذ

 :داؿتِ ثبؿ٘ن

 
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k

k
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k

i

k

M

nixxMaxM



 

)(

)()1()( ,....,2,1,0

 

 

: فصل ششم

 :زيش َاْ عددْ حل معادلّ دٔفساوسٕل معمًلٓ



 www.icivil.ir     پرتال جامع داوشجًیان ي مهىدسیه عمران 
 

96 

 

 

 :مثال

yxy هؼبدلٔ سا ثب ؿشط y(0)=1تمشٗجٖ اص .  دس ًظش ثگ٘شٗذy(0/1) سا ثب اػتفبدُ اص فشهَل

 . ثذػت آٍسٗذh=0/1 ثب 4سًٍگِ کَتبُ هشتجِ ٕ 
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  :4مستبّ 

 hداسٗن
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 ػبًتٖ هتش اًذاصُ گ٘شٕ کشدُ اٗن ٍ ه٘لِ 01/0 هتش اػت ثب تمشٗت 10 سا کِ طَل آى cه٘لِ ٕ - 1

 ٕD ػبًتٖ هتش اًذاصُ گ٘شٕ ؿذُ اػت دلت 01/0 ه٘لٖ هتش اػت ثب تمشٗت 10 سا کِ طَل آى 

کذاه٘ک اص اٗي اًذاصُ گ٘شٕ ّب ث٘ـتش اػت؟  

xeexfسٗـِ هؼبدلِ - 2 x 2)( (سٍؽ تکشاسٕ ).دسچِ ثبصُ إ ّوگشا هٖ ثبؿذ  

104ثب اػتفبدُ اص سٍؽ تکشاسٕ ًَ٘تي سٗـِ هؼبدلِ ٕ - 3  xx سلن اػـبس ث٘بث٘ذ3سا تب  .

)(فشم کٌ٘ذ فشهَل تکشاسٕ ثِ كَست - 4
2

1
1

n

nn
x

a
xx  تؼشٗف ؿذُ ثبؿذ کِ دس آىa ٗک 

طَسٕ اًتخبة ؿذُ کِ فشهَل تکشاسٕ فَق ثِ سٗـِ ٕ 0xهمذاس ثبثت هثجت ثَدُ ٍ همذاس اٍلِ٘ ٕ 

cّوگشا گشدد هطلَة اػت  .

 چ٘ؼت                     nxحذ ًْبٖٗ (الف

. ًـبى دّ٘ذ کِ فشهَل فَق اص هشتجِ دٍم اػت ( ة

02,31اگش - 5 00  abn تکشاس كَست گشفتِ ثبؿذ سٗـِ ٕ تمشٗجٖ هؼبػذ تب چٌذ 

. سلن اػـبس دل٘ك اػت
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 سا حؼبة  f(1/5)چٌذ خولِ إ دسٍى ٗبة هشثَط ثِ تبثغ خذٍلٖ صٗش سا ثٌَٗؼ٘ذ ٍ ػپغ -6

 (سٍؽ لاگشاًظ ). کٌ٘ذ

.   سا ثب ٗکٖ اص سٍؽ ّبٕ تفبهل ّبٕ تمؼ٘وٖ ٗب هشاٗت ًبهؼٌٖ٘ حؼبة کٌ٘ذ6هؼبلِ - 7

8 -nٍ تؼذاد ًمبط h ٖطَل فبكلِ سا طَسٕ ث٘بث٘ذ کِ لبًَى رٍصًمِ دس هَسد اًتگشال صٗش ثب دلت 

9105هؼبدل  داؿتِ ثبؿذ                                                                                          .




6

6

cos

n

n xdx 

 هطلَة اػت هحبػجِ         h=0/5ثب اػتفبدُ اص لبًَى ػ٘وپؼَى ٍ خذٍل ٍ - 9
4

)( dxxf 

0          0.5                      1                     1/5                   2         

      2/5 

xi 

0           0.2423          0/4401            0/5579            0/5767        

 0/4971   

fi 

 

.  تفبٍت سٍؿْبٕ طاکَثٖ ٍ گبٍع ػبٗذل سا ثٌَٗؼ٘ذ (الف- 10

. دػتگبُ صٗش سا ثب اػتفبدُ اص سٍؽ گبٍع ػبٗذل حل کٌ٘ذ (ة
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21هؼذلِ ٕ - 11 yy  0(0سا ثب ؿشط( y ثب لشاس دادى h=0/1 ِثِ سٍؽ سًٍگِ کَتبٕ هشتج 

.   سا ثذػت آٍسٗذy(0/1) حل کٌ٘ذ ٍ همذاس تمشٗجٖ 4


